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CAPITULO 1 


ELEMENTOS DE CALCULOS APROXIMADOS 


$ 1, Fuentes de números aproximados 





En la actividad práctica de las personas, así como en la 
ciencia y en la técnica se tropieza constantemente tanto con 
números exactos como con números aproximados, lo que se 
aprecia de los siguientes ejemplos: 

1) Sien cada paquete hay 20 libros, en 100 paquetes igua- 
les habrá 2000 libros, Está claro que el número 2000 es exa- 
cto. 

2) De acuerdo al último censo de la población de Moscú, al 
comienzo del año 1970 vivían cerca de 7,1 millones de per- 
sonas. El número 7,1 millones es aproximado (generalmente 
todos los datos estadísticos se redondean). 

En este caso, se ha redondeado con una exactitud de hasta 
0,1 millón = 100 000, y por eso, sólo podemos afirmar que 
el número real de personas que ha vivido en Moscú al comien- 
zo del año 1970 ha oscilado entre 7,05 y 7,15 millones. 

3) En todas las informaciones de la Dirección Central de 
Estadística de la URSS sobre la producción industrial (auto- 
móviles, motocicletas, televisores, etc.) los datos se dan en 
miles redondeados, lo que indica su carácter aproximado. 
Lo mismo ocurre exactamente en cualquier experimento cien- 
tífico; en cualquier medición en condiciones locales o de 
laboratorio se obtienen números aproximados, puesto que las 
indicaciones de los distintos aparatos de medida las podemos 
determinar solamente con cierto error, Surgen las siguientes 
preguntas: 

1) ¿Cómo estimar la exactitud de los números aproximados? 
2) ¿Cómo realizar las operaciones aritméticas con los nú- 
meros aproximados? 

Las respuestas a estas preguntas se dan en los siguientes 
párrafos. 
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$ 2. Error absoluto y su límite 


Supongamos que el número а єз un valor aproximado de cier- 
ta magnitud, el número A, un valor reai, o exacto, de la 
misma magnitud. Como se sabe, la magnitud absoluta de un 
número no negativo a es el mismo número a; la magnitud 
absoluta del número negativo a es un número opuesto (in- 
verso) a él (—a). El signo de la maguitud absoluta es | |, 
es decir, dos trazos verticales, entre los cuales se escribe el 
número o la expresión literal. 


0 prrixicion. La magnitud absoluta de la diferencia entre los 
valores exacto y aproximado de la magnitud se denomina 
error absoluto del número aproximado a: 


a=|4-0) 
donde por la letra a («alfa») so ha designado el error abso- 
luto. 


Ejemplos. 1) En una escuela de peritaje han ingresado 
514 personas; si el número exacto 514 se redondea basta las 
centenas, obtenemos un número aproximado а = 500; su 
error absoluto ог = | 514 — 500 | = 14 (personas). 

2) Al comprar un reloj el cliente recibe un certificado de 
garantía, en el que la fábrica de relojes responde por la exac- 
titud de la marcha diaria del mismo en los límites de + 45 
segundos, lo que significa que: el reloj no debe adelantar 
o atrasar más de 45 segundos. Supongamos que al verificar 
el reloj con las señales de la hora exacta (hora oficial), trans- 
mitidas por radio, se ha descubierto que éste adelanta 20 
segundos por día; en tal caso, a = 20 segundos es el error 
absoluto de la marcha diaria de los relojes. El número 45 (3) 
es lo que se admite llamar límite del error absoluto de un 
número aproximado; en este caso, el número aproximado es 
el tiempo que indica el reloj. En la mayoría do los casos los 
valores oxactos de las magnitudes nos son desconocidos, y, 
por eso, no se puede determinar tampoco el error absoluto, 
es decir el número a; sin embargo, en cada caso concreto se 
puede establecer el limite del error absoluto, sobreentendi- 
endo bajo ello un número positivo tal que el error absoluto 
a siempre sea menor que este número. El límite del error 
absoluto de un número aproximado a lo vamos a designar 
por да («delta a»). 

3) Un ajustador no puede elaborar exactamente una pieza, 
digamos, de 80 mm de longitud. Pero con ayuda de un cali- 
bre puede establecer que se ha desviado de la medida dada 


en no más de 0,02 mm en uno u otro lado. En este caso Aa = 
=0,02 mm, si por a se supone ellargo aproximado dé 
80 mm. 

De lo dicho antes se deduco que es más práctico utilizar 
el concepto de límite del error absoluto, que el error absoluto, 
cuando se quiera estimar la exactitud del número aproximado. 
En adelante, al límite del error absoluto lo denominaremos 
simplemente error absoluto, conservando la nota- 
ción Да. 


$ 3. Error relativo 


Para comparar la exactitud de dos o varios números apro- 
ximados no es suficiente conocer Sus errores absolutos, lo 
que se puede apreciar del siguiente ejemplo. 
Se han realizado dos mediciones: 
1) el largo de la pizarra de clase es d, = 2,4 m con un error 
absoluto Ad, = 0,05 m; 
2) la distancia d, entro dos estaciones ferroviarias es da = 
= 3,48 km con un error absoluto Ad, = 10 1. Hay que saber 
cual de estas dos mediciones se ha efectuado más exactamen- 
te. A primera vista puede parecer que la primera medición 
es más exacta, es que aquí el error absoluto sólo es igual a 
5 cm, mientras que al medir la distancia entre estaciones se 
admitió un error de 10m. Tal parecer es erroneo: hay que 
tener en cuenta que on el primer caso el error absoluto de 
5 em decae en un largo relativamente pequeño y constituye 
5 ст 
Уйсш" 48 
caso esta relación es 
ЗЫ = ^° 0,0029. 


De este modo, resulta que la segunda medición es aproxima- 
damente 7 veces más exacta que la primera. 


0,02 de la longitud medida; en el segundo 


O pemisicion. La relación delerror absoluto del número apro- 
ximado al número mismo se denomina su error relativo 


bam, 


donde ô, (edelta minúscula» con índice a) denota el error 
relativo del número a. 

Frecuentemente el error absoluto se expresa en tanto por 
ciento. En el ejemplo examinado en este párrafo el error 
relativo es igual al 2% y 0,29% respectivamente. 
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Ejemplo. Hallar el error relativo del valor aproximado del 
número л, зї зе considera z æ 3,14. Puesto que 3441592 .... 
es un valor más exacto de 7, entonces æ æ 3,141592 — 
— 3,14 = 0,001592 < 0,002, 


A 3,44 = 0,002, 
y 


002 
бм 


1 








тр ^° 04000631 яе 0,0. 


$ 4. Cifras significativas exactas 


O periicios. 4. Si el error absoluto del número aproximado 
no es mayor que la mitad de la unidad del orden de la última 
cifra, todas las cifras significativas del número dado se de- 
nominan ezactas. Por ejemplo, 

1) el número A = 58,3 tiene tres cifras significativas exactas 
ві ЛА по ез mayor que la mitad de una décima, es decir, 
AA < 0,05. 

2) Ei número B = 0,032 tiene dos cifras significativas 
exactas, si AB < 0,0005 (la mıtad de una milésima es igual 
a cinco diezmilésimas). Los ceros, que se encuentran delante 
la primera cifra significativa (3), munca van en la cuenta de 
las cifras significativas exactas, 

3) El número € = 2,007 tiene 4 cifras significativas exac- 
tas, si AC < 0,0005. Aquí los ceros, que se encuentran entre 
las cifras significativas 2 y 7, también entran en la cuenta de 
las cifras significativas exactas. 

Lo que respecta a la cifra O, que se encuentra al final de 
la escritura del número aproximado, en ciertos casos los 
ceros van en la cuenta de las cifras exactas, y en 
otros, no. 

4) El número 4123, redondeado hasta las centenas, será 4100 
(escritura: 41 10%); aquí los ceros no entran en la cuenta de 
las cifras significativas exactas, puesto que reemplazan las 
cifras exactas 2 y 3. 

5) El número exacto 15,003, redondeado hasta la fracción 
centesimal, será 15,00 aquí ambos ceros van en la cuenta de 
Jas cifras exactas, puesto que en el número exacto no se tiene 
ni décimas ni centésimas. 


8 permvicion. 2. Si el error absoluto del número aproximado 
es mayor que la mitad de la unidad del orden de la última 
cifra de este número, la última cifra del número aproximado 
so denomina dudosa o ambigua (incierta). 
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Ejemplos. 1.4=42,3; Аа = 0,2. Ша última cifra 
(3) es ambigua. 

2. ù = 18,32; si Ab =0,03, la última cifra es ambigua; 
si Ab = 0,005, ella es cierta. 

Como regla, en el número aproximado se conserva solamente 
una cifra ambigua, las demás se desprecian. 

Observación. Hay que distinguir los términos «cifras signi- 
Ticativas» y «signos decimales» lo que no es lo mismo: 

1) el número aproximado 45,7 tiene tres cifras significati- 
vas y un signo decimal; 

2) el número aproximado 0,0075 tiene dos cifras significa- 
tivas y cuatro signos decimales. 


$ 5. Operaciones con números aproximados 


En los párrafos anteriores se mostraron distintos métodos 
de estimación de la exactitud de los números aproxi- 
mados, 

Ahora surge la siguiente pregunta: cómo realizar las opera- 
ciones aritméticas con los números aproximados de manera 
que los resultados de estas operaciones no contengan cifras 
ambiguas sobrantes. 

Al operar con los números aproximados lo más sencillo 
es guiarse por las reglas de cálculo de las cifras significativas. 
En parte estas reglas se dan al estudiar Aritmética en la 
escuela primaria. Más adelante se formulan estas reglas y se 
dan ejemplos de su empleo. 


$ 6. Reglas de cálculo de las cifras significativas 


4. Al sumar y restar números aproximados en el resultado 
hay que conservar tantas cifras decimales, cuantas haya en 
el número aproximado con el menor número de cifras deci- 
males. 

2. Al multiplicar y dividir se conservan tantas cifras sig- 
nificativas, como tenga el menos exacto de los números dados. 
Entre varios números aproximados se considera el menos 
exactó aquel que tiene la menor cantidad de cifras significa- 
tivas exactas. 

3, Al elevar al cuadrado y al cubo, en el resultado se con- 
servan tantas cifras significativas, como tiene la base de la 
potencia. 

4. Al extraer la raíz cuadrada y Ci 


ica, en el resultado 
hay que conservar tantas cifras significativas, como tiene el 
número subradical, 








т 


5. Al calcular los resultados intermedios se conserva una 
cifra excedente de reserva, la que en el resultado final se des- 
precia. 


7. Empleo de las reglas de cálculo de cifras 


1. Suma y resta. 1) Hallar la suma de los números aproxi- 
mados: 
1,74 4,35 + 5,124, 
El primer sumando (1,7) es el que tiene el menor número de 
cifras decimales; en los otros dos sumandos conservamos sólo 
una cifra decimal, la que en el resultado final so suprimirá: 
1,7 44,35 + 5,12 = 11,17 x= 11,2, 
2) Restar de 69,3 el número 4,856, Aquí el sustraendo tiene 
dos cifras decimales de más en comparación con el minuendo; 
hay que conservar sólo una cifra de más: 
69,80 

4:86 

@@ я 64,4. 


2. Multiplicación y división. 3) Calcular el área de una 
parcela de tierra de forma rectangular con lados a = 31,5 m, 
Б = 28,4 m. Puesto que los factores tienen tres cifras signi- 
ficativas cada uno, en el producto se conservan también tres 
cifras significativas: 


$ == 31,5-28,4 = 894,60 ду 895. 
4) 52,8:0,32 = 16,896 ях 17. 


El factor menos exacto (0,32) tiene dos cifras significativas; 
la misma cantidad de cifras se conserva en el 
producto. 

5) De una parcela de 2,5 hectáreas se ha recogido 30,5 t 
de patatas. Determinar la cosecha media de una hectárea: 
30,5 :2,45 œ 12,4 (t). 


3. Potenciación y radicación. 

6) (3,18)? == 10,1. 

La baso tiene tres cifras significativas; igual cantidad do 
cifras hay que retener en el resultado de la elevación al 
cuadrado 

Т) (0,132)° = 0,00230. 

8) VIZS e 3,54. 

9 У 8,75 ле 1,55. 








10) Calcular la velocidad de liberación (segunda velocidad 
cósmica) v = Y 2gH, es decir, la velocidad con la cual el 
proyectil, lanzado verticalmente, no vuelve a la Tierra, 

g = 981 сш/5° ез 1а aceleración de la gravedad, 

R = 63-10" cm es el radio de la Tierra, 

V2I81 53101 = 


= 44,240 (em/3), 










o bien 
v= 11,2 km/s. 


Observación. Al resolver los ejemplos 6, 7, 8, 9 y 10 se 


utilizaron las «Tablas matemáticas de cuatro cifras» de 
Bradis. 





$ 8. Ejemplos de cálculos más complejos según 
la regla de cálculo do cifras significativas 


Ejemplo 4. La capacidad térmica de un cuerpo sólido 
z se determina por la fórmula 
(та m + mn) (tz. 

РОТ.) ® 


donde m; es el peso del recipiente interior sin agua; mz, el 
peso del recipiente interior con agua; £,, la temperatura ini- 
cial del agua; ta, la temperatura del agua después de sumer- 
gir el cuerpo; T, la temperatura de ebullición del agua; n, 
la capacidad térmica del calorímetro y del agitador; P, el 
peso del cuerpo, cuya capacidad térmica se debo hallar. 
Del experimento se han obtenido los siguentes dato: 

Р = 403,7; т = 119; т. = 673; п = 0,094; & = 
t = 42,8; Т = 10041. 

En este ejemplo, las magnitudes n y ż tienen en total dos 
cifras significativas exactas, por eso redondeamos previa- 
mente los datos más exactos, conservando en ellos tres cifras 
significativas: P = 404; T ss 100; los cálculos intermedios 
los realizamos con tres cifras significativas, en el resultado 
final conservamos dos cifras significativas. 

Sustituimos los valores numéricos en la fórmula: 


{554 -119-0,094).3,3 
404-87,2 s 





z= 








Calculamos: 
419.0,094 = 114,186% 11,2, 


554 111,2. 565,2 æ 565, 
565.3,3 — 1804,5 я 186-10, 
404.87,2 = 35228,8 лз 35 200 = 352.10°, 
186.10 186 18,6 


з == ЗЫ ~ 0.0528 æ 0,053. 


Respuesta: z= 0,053. 


Ejemplo 2. En un circuito de corriente alterna hay 
conectados un condensador y una bobina. La impedancia de 
este circuito se determina por la fórmula 


2-ю+ (oz — 1 y. 
donde R es la resistencia dēl circuito exterior; (uz Es 
la reactancia. 
Calcular Z, si А= 44; а = 0,15; L=18 C= 
=0,52. 
Los datos menos exactos tienen dos cifras significativas, 
por eso, en el resultado final conservamos sólo dos cifras; los 
cálculos intermedios los realizamos con tres cifras significa- 
tivas: 

1 
1) oL—-¿=0,15-48 — ya 


2) (10,9)? = 118,81 = 149, 
3) 41,4 дш 1714 ду 171-10, 
4) 119 + 1710 = 1829 ~ 183-10, 
5) V 1830 = 42,8 ~ 43 (ohmios). 








1 





=13,5—2,56 = 10,9, 





$ 9. Cálculos con la exactitud dada a priori 


En los cálculos prácticos frecuentemente se debe resolver 
el siguiente problema: ¿con qué exactitud hay que tomar los 
datos iniciales para que el error del resultado final no supere 
el límite dado a priori? 
Veamos dos ejemplos: 
1. El período de una oscilación completa 7 de un péndulo 


so determina por la fórmula 7 = 21 }/ Ż, donde 1 es la 
longitud del péndulo (cm); g, la aceleración de la gravedad 
(cm/s?). 

¿Con qué exactitud hay que medir la longitud 7 y con cuan- 
tas cifras significativas hay que tomar los números n y g, 


para que el error relativo no supere el medio por ciento 
(0,5%) al calcular el período 7? 

La longitud del péndulo es 1 80-cm. Determinamos el or- 
den de la magnitud 7, es decir, el orden decimal de la primera 
cifra de la izquierda (decenas o unidades), para lo cual toma- 
mos en cuenta solamente la primera cifra de cada uno de los 
números redondeados x y g (n= 3; g 7 1000): 


1=2.3./ E 6.00811; 


en tal caso el 0,5% de 1,7 = 0,005 -1,7 == 0,0085. 

Según el error relativo hemos hallado el límite del error 
absoluto: AT = 0,0085. Según la magnitud del error abso- 
luto admisible se puede juzgar respecto a que el período debe 
tener tres cifras significativas, y, por eso, la longitud 1 debe 
expresarse por un número aproximado con tres cifras signi- 
ficativas, es decir, debe ser medida con una exactitud de 
hasta décimas de centímetro. El número x conviene tomarlo 
con cuatro cifras significativas, es decir, con una cifra de 
reserva (con exceso), el número g, con tres cifras significati- 
vas (981), los cálculos intermedios se realizan con cuatro 
cifras, en el resultado final se conservan tres cifras significa- 
tivas. 

1. ¿Con qué exactitud hay que medir los catetos a y 3 del 
triángulo rectángulo para que se pueda calcular la hipotenu- 
a c= Va F bf con un error relativo ё, no superior al 

? 

Supongamos que a% 50cm, bæ 80cm. Cada uno de 
los números aproximados 50 y 80 tiene una cifra significati- 
va exacta. Hallamos el valor aproximado de la hipotenusa: 


= ува = уо = 10 V5 w 
œ 10-9,4 = 94; 


el 2% de 94 = 94 -0,02 = 1,88 æ 2. 





De este modo, el error absoluto es Ac = 2 (em). Esto sig- 
nifica que la cifra, que indica el número de unidades en el 
resultado final, es ambigua, por eso, los catetos a y b hay que 
tomarlos con dos cifras significativas exactas, es decir, medir 
con la precisión de hasta 0,5 cm. Los cálculos intermedios 
hay que realizarlos con tres cifras significativas, mientras 
que el valos obtenido de la hipotenusa c debe ser redondeado 
hasta dos cifras significativas. 
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A Ejercicios 
1. Redondear el número 2,7182818 hasta 5, 4, 3 cifras significa- 
tivas. ‚ 
2. La distancia desde el centro de la Tierra hasta el polo es igual 
a 6356,909 km. Redondear este número hasta 2, 3, 4 cifras signi- 
ficativas. 
3; ¿Qué diferencia hay entro ol registro do la temperatura 18* y 
4. Trazar oxactamento un rectángulo y medir sus lados con una 
precisión de hasta 1 mm. Escribir, utilizando las cifras de la desi- 
gualdad, entre qué números está comprendido el largo de sus lados. 
5.. El valor aproximado de la magnitud z está comprendido entre 
6/85 m y 6,89 m. ¿Con qué exactitud se ha medido? 


6. Convortirlafracción 5- on una decimal con la exactitud de hasta 


0,001, 
7, fl pesar un cuerpo se obtiene el peso do 18,7 kg con la exactitud 
de hasta 0,1 kg. Indicar el límite del valor exacto del poso, 
8. Hallar өд tantos por cientos el error relativo del número 3.14. 
9. ¿Cuál de las dos mediciones es más exacta: 
1) 895 m (+0,5 m); 2) 24,08 m (+0,01 m)? 
10. ¿Cuál de los dos valores aproximados del númefp m es más 
exacto: 

1 
344637 


11. Escribir el número 18,754 sin cifras excedentes, sabiendo que 
su error relativo os iguul a 7% 








PE. i i y 
12. Hallar la suma 2-7 +-5 +4, con tres cifras decimales 


exactas. 
13. La distancia entre dos ciudades, según el mapt 
24,6 cm (0,2 cra). Hallar la distancia verdadera entre las ciudades 
si la escala dol mapa es 4 : 2 500000; determinar el error. 
14. La cubatura de una habitación es de 127,4 m*. ¿Cuánto ya 
el airo contenido en esa habitación sí ol peso do 1 m es igual a 1,20 kg 
(40,01 kg)? 
45. ¿Cuántas cifras significativas exactas so puedo determinar en 
el producto de los números aproximados 2,18-0,65 X 0,175? Calcular 
estas cifras. 
16. Hallar el volumen do una habitación si sus medidas son 
45,4:12,6-4,5. ¿Cuál es el error relativo del producto? Ў 
17. Para determinar el peso específico de un cuerpo se estableció 
qu a puso es do 117.8 yal samengrlo en el agua el cuerpo desalojó 
.7 cm. ¿Con qué exactitud se puede determinar el peso específico 
dol cuerpo? 
18. ¿Con qué error relativo se puedo calcular el volumen de un ci- 
lindro si Ф radio de la base es r = 15,4 cm, la altura Я == 28,2 cm? 
19, Пе una superflcto de 32,4 hectáreas se ha recogido 4580 quintales 
métricos de centeno. ¿Qué promedio de quintales métricos so ha 
recogido por hectárea? 
20. El valor aproximado del radio de un cilindro es de 20 cm, la 
oltura, de 30 cm. ¿Con qué exactitud so debo medir pora què el 
error relativo al calcular el volumen no supere el 1% 


es igual a 











CAPITULO II 


ECUACIONES DEL PRIMER GRADO 


$ 10, Conceptos generales y definiciones 


@ brriicion 1. Se denomina ecuación la igualdad que contie- 
ne una o varias letras, bajo las cuales se sobreentienden los 
números incógnitos. 

Las letras, que designan los números incógnitos, se denomi- 
nan simplemente incógnitas. 


Ejemplos. 1) La igualdad 3 +7=52— 9 es una 
ecuación con una incógnita a; ella se satisface solo cuando 


а = 8. 
2) La igualdad z + 2y? =43 es una ecuación con dos in- 
cógnitas z e y; ella se satisface, por ejemplo, si z = 5 e 


Generalmente las incógnitas se designan con las últimas 
letras del abecedario latino 2, y, Z, , V, .. 

En lugar de la frase «la ecuación se satisface рага х = 1; 
y = 2», con más frecuencia se admite decir que la ecua- 
ción se satisface para los valores de las incógnitas z = 1, 
у= 2. 


6 permacion 2, Los valores de las incógnitas que satisfacen 
a la ecuación dada, se denominan sus soluciones, 
Si la ecuación contiene sólo una incógnita, generalmente 
su solución se denomina raíz de la ecuación, 


Ejemplos. 1) La ecuación 31° = 2z +1 tiene las 

raíces z, = — $ y z4 =14, lo que se puede verificar fácil- 

mente. 

2) Una de las soluciones de la ecuación 3z + y = 5 es el 
de números z = 1, y = 2 

3) La solución de la ecuación con tres incógnitas z + y + 


+ 2z = 10 es, por ejemplo, el trío de números: z = 1, 
y=3,2=3. 
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@ beriicion 3. Resolver una ecuación o un sistema de acua- 
ciones significa hallar todas las soluciones, es decir, todos los 
valores de las incógnitas que satisfacen a la ecuación o al 
sistema dado (o sea, a cada ecuación del sistema), o asegurar- 
se de que no existen tales valores de las incógnitas. 





Ejemplo. La ecuación z—3=x +1 no tiene raíz, 
puesto que para cualquier valor de la incógnita siempre 
el primer miembro de la ecuación no es igual al segundo, 
En función del número de incógnitas de la ecuación, existen 
ecuaciones con una, dos y más incógnitas. 


O permicion 4. La ecuación con una incógnita se denomina 
algebraica si ella se puede reducir de manera que su primer 
miembro es un polinomio con respecto a la incógnita, y el 
segundo miebro sea igual a cero. Tal tipo de ecuación se 
denomina normal. El mayor exponente de la incógnita del 
primer miembro de la ecuación normal se denomina grado 
de la ecuación algebraica. 

Así, por ejemplo, las ecuaciones: 3z +5 =0, 52? — 8л — 
— 20 = 0, zt — 821 — 29 =0 son ecuaciones algebraicas, 
respectivamente de primer, segundo y cuarto grado. 

En adelante para abreviar vamos a omitir la palabra «alge- 
braicas; esto no dará lugar a equivocación, ya que nos refe- 
riremos solamente a las ecuaciones algebraicas. 

Se denominan coeficientes de una ecuación los factores 
numéricos o literales de las incógnitas, así como el término 
independiente, es decir, el término que no contiene incógnitas. 
Corrientemente se habla de cooficientes de una ecuación redu- 
cida a la forma normal, 


Ejemplos. 1. La ecuación 2z? — 5r — 10 =0 es una 
ecuación de segundo grado con coeficientes numéricos (los 
coeficientes son: 2, — 5 y —10); aquí el número — 10 es 
el termino independiente. 

2, La ecuación + =bz* +1 es una ecuación de tercer 


grado con coeficientes %Ъ, 0,1 у — а (compruébelo Ud. 
mismo). 

O berivicion 5, Dos ecuaciones con iguales incógnitas se 
denominan equivalentes si todas las soluciones de la primera 
ecuación son también soluciones de la segunda e, inversa- 
mente, todas las soluciones de la segunda ecuación sirven 
también de soluciones de la primera o si ambas ecuaciones 
no tienen solución, 





Ejemplos. 4. Las ecuaciones 4+2 =14 y 52 


— 36 = 2 son equivalentes, puesto que ambas ecuaciones 
se satisfacen solamente para = = 12. 

2. Las ecuaciones 22—3=7 y (02 — 3) (= +1) = 
= 7 (z + 1) no son equivalentes; la primera de ellas tiene 
una sola raíz x = 5, y la segunda, además de la raíz x =5 
tiene también la raíz == —41, que no resuelve la primera 
ecuación. 

3. Las ecuaciones г + 5 = = — 1 у 2 (2 — 3) = 2 +8 — 
— 3z son equivalentes, ya que ambos no tienen solución. 
Al resolver una ecuación debemos realizar una serie de 
transformaciones, hasta tanto no se haya obtenido la ecuaci- 
ón simple de tipo z = a ó un conjunto de tales ecuaciones. 
Surge la pregunta: ¿no puede ocurrir que como resultado de 
Tas transformaciones realizadas se obtenga una nueva ecua- 
ción no equivalente a la ecuación inicial? 

Enunciamos dos teoremas sobre equivalencia de las ecuacio- 
nes sin demostración *). 


Teorema 1, Sia ambos miembros de una ecuación agre- 
gamos un mismo número o un mismo polinomio con respecto a 
la incógnita la nueva ecuación es equivalente a la inicial. 


Teorema 2, Si ambos miembros de una ecuación se mul- 
tiplica (o se divide) por un mismo número, distinto de cero, la 
nueva ecuación es equivalente a la. inicial. 

Del teorema 1 se deduce una importante consecuencia; cual- 
quier término de una ecuación puede pasarse de un miembro 
a otro, cambiando su signo por el contrario. 

En efecto, supongamos que el segundo miembro de una ecuaci- 
ón contiene el término A (4 puede ser un número o un poli- 
nomio con respecto a la incógnita). Si agregamos a ambos 
miembros de la ecuación la magnitud — A, en el segundo 
miembro los términos A y — A se eliminan, y en el primer 
miembro aparece el término — A. Por lo tanto, puede pasar- 
se cualquier término de la ecuación del segundo al primer 
miembro, cambiando su signo por el contrario, 

De igual modo se puede razonar con respecto a cualquier 
término que se encuentra en el primer miembro de una ecua- 
ción. Veamos algunos ejemplos de resolución de las ecuacio- 
nes de primer grado con una incógnita. 















Ejemplo 4. uE Aa 


*) Las demostraciones de estos teoremas se dan en el $ 79. 
% 


Sin saber a qué es igual la raíz de la ecuación se puede 
afirmar que la raíz buscada, a ciencia cierta, no es ni el nú- 
mero —2, ni el número —3; en caso contrario el primer 
miembro de la ecuación no tendría sentido (no se puede divi- 
dir por cero). Pasamos todos los términos al primer miembro 
y reducimos las fracciones a un común denominador: 

Sl D (4D 2D (4D BHD 0 

2019) б 

Después de simplificar el numerador del primer miembro 
obtenemos 

—4(224+9) 20 

(22-2) (203) 7" 

Puesto que la fracción es igual a cero sólo cuando su nume- 
rador es igual a coro (el denominador no es igual a cero), 
4(27 + 9) = 0, de donde z = -3 
z 22 ed 
a att та 
En esta ecuación x= es la incógnita, a y b son magnitudes 
conocidas. 

La igualdad escrita tiene sentido si ninguno de los denomi- 
nadores de las fracciones es igual a cero; por lo tanto, a + 
+ b. Vamos a simplificar sucesivamente la ecuación dada: 










Ejemplo 2. 









14+2(a—b)—a—b 
Раи 
1+а—% 
аа. 
Si 1 + a — 3b + 0, dividiendo ambos miembros por 1 + 
+a— 3b, obtenemos: 








1 
2 
Si 1 + a— 3b =0, la ecuación se satisface para cualquier 
valor de z. 


$ 11. Ecuaciones de primer grado con una incógnita 
y su solución gráfica 


Toda ecuación de primer grado con una incógnita puede 
reducirse a la forma az -+ b = 0, El primer miembro de esta 
ecuación es un polinomio de primer grado respecto a z, deno- 
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minado también función lineal, y el segundo miembro es 
igual a cero. 
Está claro que: 


1) si a 20, la raíz de la ecuación es igual a — 2; 


2) si a = 0 y b +0, la ecuación no tiene raíz; 

3) si a = b = 0, la solución de la ecuación es un número 
cualquiera; en este caso la ecuación se denòmina indetermi- 
nada, 


Supongamos dada la ecuación 21 — 3 =: +4. El pri 


mero y segundo miembros de esta ecuación son funciones line- 
ales, Para resolver esta ecuación hay que hallar un valor tal 
de z, con el cual ambas funciones son numéricamente iguales. 
Partiendo de este razonamiento de la ecuación (a propósito, 
es muy fructífero, lo que se demostrará más edelante) se 
impone de por sí el siguiente método de resolución: 

4) Trazamos las gráficas de las funciones lineales y = 
= 21 —3ey =-2 z + 1, que son, como so sabe, líneas гес- 
tas *). 

2) La abscisa del punto M; es decir, el punto de intersección 
de las rectas (fig. 1), es la raíz de la ecuación dada, va que 
a esta abscisa le corresponden iguales ordenadas de los puntos 
de ambas rectas, o sea, para estos valores de 1а арѕсіза = 
ambos miembros de la ecuación son iguales. De la fig. 1 se 
aprecia que la abscisa del punto de intersección de las rectas, 
es decir, la raíz de la ecuación, es z > 8 

También se podía haber procedido de otro modo: al principio 
se podía reducir la ecuación dada a la forma z — 8 = 0. 
En tal caso, la raíz buscada es un valor tal del argumento x, 
para la cual la función y = 2 — 8 es igual a cero, Este valor 
del argumento es la abscisa del punto de intersección de la 
gráfica con el eje de abscisas (fig. 2). 

Cabe hacer notar que el último método no es tan interesante 
como el método de resolución independiente (er efecto, redu- 
ciendo la ecuación inicial a la forma z — 8 = 0, de hecho 
lo hemos resuelto), sin embargo, es útil para analizar las 
ecuaciones de primer grado, dadas en forma general (normal): 


az +b = 0. 











*) Los conceptos de función y de gráfica serán examinados con mayor 
detalle on ol cap. VI. 


т 
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Fig. 1. Fig. 2. 





Precisamente, los tres casos posibles de disposición de la 
recta 


y=a+b 


respecto al eje de abscisas (la recta interseca al eje, es para- 
lela a ella, coincide con ella) dan la interpretación geomót- 
rica de los tres casos posibles de solución de la ecuación az + 
+ b = 0 (la ecuación tiene una sola solución, no tiene nin- 
guna solución, tiene infinitas soluciones). 


12, Sistema de ecuaciones lineales 


Se denomina ecuación lineal (ecuación de primer grado) 
con dos incógnitas la ecuación de tipo 


az + by = c, 


Se aprecia fácilmente que esta ecuación tiene infinitas solu- 
ciones, puesto que a una de las incógnitas, por ejemplo a z, 
se le puede dar valores arbitrarios, y el valor de la incógnita 
y correspondiente a éste se halla de la ecuación. 

Por ejemplo, si la incógnita z de la ecuación 27 — y = 3 
se hace igual a —1, 0, 2, 5, los valores correspondientes de 
y serán — 5, —3, 1, 7. Cada par de números (—1; —5), 
(0; —3), (2; 1), (5; 7) es la solución de la ecuación dada, 
Tales pares de números son infinitos. Por eso, se dice que una 
ecuación de primer grado con dos incógnitas es indetermi- 
nada. 

Esta indeterminación se interpreta fácilmente de manera 
gráfica. A la ecuación 2r — y = 3 en el sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares corresponde una 


recta. Esta recta es la gráfica de la función lineal y = 22 — 
— 3, representada en la fig. 1. 
Las coordenadas de cualquier punto de una recta son las 
soluciones de la ecuación; pero, teniendo en cuenta que los 
puntos de una recta son infinitos, también las soluciones son 
infinitas, 
El conjunto de dos ecuaciones 

T+ by =t 

azd-by =z 


forma un sistema de ecuaciones lineales con dos incógnitas. El 
par de números Zo, Yo, que satisfacen a cada ecuación del 
sistema se denomina su solución. 

Antes de resolver tal sistema en forma general, recordemos 
los métodos de resolución de los sistemas lineales con coefi- 
cientes numéricos. 





$ 13, Método de adición algebraica 

Ejemplo. 1. Resolver el sistema 

5242 =14, 

3x—dy=24. 
Multiplicando ambos miembros de la primera ecuación por 
2, obtenemos el sistema 

107 + 4y=28, 

3x—4y=24, 
equivalente al dado. Sumando miembro a miembro las ecua- 
ciones de este sistema, obtenemos 13z = 52, de donde z = 4. 
Sustituimos el valor hallado de x en la primera ecuación 


y hallamos y = —3. 
Así, pues, el sistema tiene una sola solución z = 4; 3. 





0 = 
Ejemplo 2. Resolver el sistema 

Ta+3b =8, 
( 5a4+2%=5,5, 
Multiplicando ambos miembros de la primera ecuación por 2, 
y la segunda por—3, obtenemos el sistema 

14a +6b=16, 

( — 150 —6b=—46,5, 


equivalente al dado. Sumando miembro a miembro las ecua- 
ciones de este sistema, obtenemos —a=-—0,5, de donde 
a==0,5. A continuación, sustituyendo el valor hallado de a 
en una de las ecuaciones del sistema, hallamos b 
De los ejemplos expuestos se deduce que las ecuaciones del 
sistema dado siempre se pueden convertir de manera que los 
coeficientes de una de las incógnitas sean de signo distinto, 
en tal caso, sumando miembro a miembro las ecuaciones 
dadas obtenemos una ecuación con una incógnita. 





$ 14. Método de sustitución 


Frecuentemente se utiliza el siguiente método de resolución 
del sistema: expresamos una incógnita de una de las ecuacio- 
nes рог otra y la sustítuimos en la segunda ecuación del 
sistema, lo que da lugar a una ecuación con una incógnita. 
Este método de resolución del sistema se ha denominado 
método de sustitución, 


Ejemplo 4. 


524+ 2у = 14, 
32—4у= 


De la primera ecuación expresamos y por z: 


0=1—$ (09 





Sustituimos en la segunda ecuación del sistema y por la 
expresión 7 — $ 





324 (1-52) =24. 


De donde z = 4, por lo cual de la igualdad (1) obtenemos 


Con el método de sustitución se prefiere resolver los siste- 
mas con coeficientes literales, 


Ejemplo 2, 
arty =c, 
z+by =m 


(todos los coeficientes son distintos de cero y ab 1). 
De la primera ecuación hallamos y = c — az. La sustitución 


de la incógnita y, en la segunda ecuación, por e — az condu- 
се а una ecuación con una incógnita 


z+b(c—az) 





de donde т = = a 


Conociendo el valor de z, de la igualdad y =c— az se 
halla fácilmente y. 


$ 15. Resolución de un sistema lineal 
mediante determinantes 
Supongamos dado un sistema lineal con coeficientes literales 
az+bhy =c (b0), 
{ азс Бу == са. 


Se requiero hallar su solución. 
De la primera ecuación expresamos y por z: 





ys (0) 
Este valor de y lo sustituimos en la segunda ecuación: 
aya dy E e, 

tula una ecuación con una incógnita (z), la que se 
reduce a la forma 

вт — абат = бс; — Б 

o bien 

(G2b, — aby) = = үс, — Бус. (2) 
Si el coeficiente de z, es decir, la expresión azb, — dbz, 
es distinto de cero, ambos miembros de la igualdad (2) se 
pueden dividir por él; así, obtenemos: 


bic Б; 
7 ® 
Después de sustituir on la igualdad (1) z por su valor de la 
igualdad (3), hallamos: 
4б — бс ү 








a 






@ 


El sistema dado tiene шпа зоја зоїосібд ві аЬ, — azb; + 0, 
además, los valores de las incógnitas se calculan por las fór- 
mulas (3) y (4). 


з 


Observemos que los denominadores de las fracciones, que re- 
presentan los valores de las incóguitas, son iguales. Este co- 
mún denominador es igual a &b; — azb; está compuesto 
sólo de los coeficientes de las incógnitas т e y. Escribimos 
estos coeficientes en el orden con que fueron dadas las ecua- 
ciones del sistema, omitiendo las incógnitas, y los dispone- 
mos en forma de tabla cuadrada; obtenemos: 

ab, (5) 
az dy 

Si se multiplican los coeficientes, ubicados en las diagonales 
del cuadrado, y del producto de los números, dispuestos en la 
diagonal, que va del ángulo superior izquierdo hacia el in- 
ferior derecho, se resta el producto do los números de la otra 
diagonal, obtenemos la expresión ab — asb; ésta se deno- 
mina determinante del sistema de ecuaciones lineal dado 
y se designa del siguiente modo: 


ab 
а ba 
En general, para la matriz de tipo (5), compuesta de cuatro 
números arbitrarios (que no son indefectiblemente coeficien- 
tos del sistema), la expresión análoga a (6) se denomina deter- 
minante de segundo orden, 

Conviene hacer notar, que para aprender regla de cálculo 
del determinante es cómoda su siguiente representación es- 
quemática: 


=а- аһ. (6) 














аг 
а ы 

У 

À 

а 

Ejemplo 

3-5 
„°в|=3%—(—9=4% 


Los numeradores de las fracciones, que determinan los valo- 
ros de las incógnitas en las igualdades (3) y (4), también son 
dotorminentes de segundo orden: 


b 
м -| i| etes 
Ca da 


4 4 


А = = 00—04. 
[а | 








El determinante A, se ha obtenido del determinante del 
sistema 

la; db, 
ы 

de ba 
sustituyendo los números de la primera columna por los tér- 
minos independientes; y el determinante A, se ha obtenido 
sustituyendo los números de la segunda columna por los 
términos independientes. 
Ahora se puede escribir de modo abreviado la solución del 
sistema 


те = 
ах Ьу = са 
en la forma 2= 28; 





Ejemplo 1. Resolver el sistema 
3x+5y=4, 

| 72—3у= 24. 

Formamos el determinante del sistema 


3 5 
ali _3|=339—5-71=—9—35= — 44, 


Este no es igual a cero, y, por eso, el sistema tiene una solu- 
ción única. Calculamos los dos determinantes restantes: 





4 5 

А, = 24 |695 8, 
3 4 

А | 4|=3:20—4.744. 








A continuación hallamos los valores de las incógnitas 





зз 


Formemos el determinante del sistema 


1 1 1—4 —2а5 





Para la existencia de A es necesario que el denominador de 
esta fracción no sea igual a cero, es decir, que a 56 0, b # 0 
y a 0; өп езіе саво А 52 0, і 


at — bt — 2ab + 0. 
Calculemos los determinantes А, y Ay: 


a+b 








Hallamos los valores de las incógnitas: 
De А; 
з= 26 аа) y= L=b(0—0). 


Sustituyendo los valores hallados de las incógnitas en cada 
ecuación del sistema dado nos convencemos de la corrección 
de la solución; esta verificación se puede realizar mental- 
mente, 


$ 16. Sistema lineal cuyo determinante es igual a cero 


Supongamos que el determinante del sistema 
faz+ by =C4 
алс у = са 
es igual a cero: 
А = а, – а = 0; 
en tal caso, аб; = azb, de donde а=, es decir, 


si el determinante del sistema es igual a cero, los coeficientes 
de las incógnitas son proporcionales. 
Inversamente: si los coeficientes de las incógnitas son pro- 


porcionales, el determinante del sistema es igual a cero. En 
b 
efecto, de t=% se deduce que 2,5 = аз}, 6 


а – ау = 0. 


Supongamos, ahora, que siquiera uno de los determinantes 
Àz oÅ , también es igual a cero. 

Digamos que Az =0: c1bz — Cab, =0, lo que da lugar a la 
proporción: кеш. 

Observación. Nosotros suponemos que los coeficientes az, 
Ba y ez no son iguales a cero. En caso contrario los razonami- 
entos anteriores perderían su sentido, puesto que no es posi- 
ble dividir por cero. En el caso de que cualesquiera de los 
coeficientes sean iguales a cero el sistema se simplifica. Por 
ejemplo, de a = 0 se deduce que a;bz = azb; = 0, En ese 
caso, o bien bs = 0 (desaparece la segunda ecuación), o bien 
a, =0 (desaparecen todos los términos que contienen z). 
De esto modo, de que A == 0 y A, = 0, se deduce la propor- 
cionalidad de los coeficientes para iguales incógnitas y tér- 
minos independientes: 

a _m_ e 

ae 0 





(es decir, A, también es igual a cero), 

Designemos la magnitud de cada una de las tres relaciones 
iguales рог Ё (к 9 0): 

por lo tanto, 





Ak ok, Loko 

аЬ o № 

por lo tanto, 

a, = kaz, by = kba, c4 = kea. (2) 


Después de sustituir los coeficientes de la primera ecuación 
por sus expresiones de las igualdades (2) el sistema toma la 
siguiente forma: 
$ hast + kbay = Коз, 
ах уса. 
Si simplificamos todos los términos de la primera ecuación 
con respecto al factor k, resulta que el sistema dado está 
compuesto de dos ecuaciones idénticas, es decir, una ecuaci- 
ón es consecuencia de la otra. En otras palabras, tenemos una 
ecuación con dos incógnitas. Como se indicó antes, una ecua- 
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ción con dos incógnitas tiene infinitas soluciones. En este 
caso se dice que el sistema es indeterminado. 


Ejemplo. 
(41+6y=3, 
624-9у = 4,5. 
Tendremos: 

3 2 
тр (к=). 


Aquí los coeficientes de las incógnitas idénticas y los térmi- 
nos independientes son proporcionales; si se multiplican am- 


bos miembros de la primera ecuación por (los de la segunda 





5 


ecuación por 4) » ésta coincide con la segunda (o con la pri- 


mera). 

El sistema tiene la misma solución que una de las ecuaciones 
del sistema dado, 

Veamos ahora el caso en que A=0, pero Ay =£ 0 (entonces 
también A, s 0). Convirtiéndose en cero el determinante 
del sistema; se deduce que тей. Si A, +0, entonces 


by А. Como antes designamos cada una de las dos rela- 


з por k (k #0), en tal caso, ay = kar, by = 





= kbz. La relación $2 la designamos por m, donde m 52 К. 
з 

Siendo así, c, = mez. 

En la primera ecuación del sistema sustituimos los coefi- 

cientes a, por kas, b; por kba y el término independiente cy 

por mez, El sistema toma la forma 


[(022 + day) le =com (km), 
ауе 


Multiplicando la segunda ecuación por k, tendremos 
(aaz bay) Е = сок. 

Luego tendremos que cm = czk, es decir, m = k (se puedo 
dividir por cs puesto que supusimos que cz + 0). Pero, en 
realidad m s k. De la contradicción obtenida se deduce que 
el sistema no tiene solución. 

En este caso se dice que el sistema de ecuaciones es incom- 
patible o contradictorio, 






Ejemplo. 

(22—3y=4, 

lur—by=5. 

Los coeficientes de las incógnitas son proporcionales: 
2 -31_1 

Г (=з): 

Los términos independientes no son proporcionales a los 
coeficientes: 

E 

TED 

El primer miembro de la segunda ecuación se ha obtenido del 


primer miembro de la primera multiplicándola por 2, mien- 
tras que el segundo miembro se ha obtenido del segundo 


9 s i iis 5 
miembro de la primera ecuación multiplicándola por +. El 
sistema es incompatible y no tiene soluciones, 





Observación. Si, sin reflexionar sobre la estructura del siste- 
na dado, se resuelve éste, por ejemplo, por el método de 
suma algebraica, llegamos a una solución absurda: 0 => 3, 
puesto que ambas incógnitas se eliminan inmediata- 
mente. 
Resumamos lo que se dijo sobre la solución del sistema li- 
neal 
e у= с, 
az + bay = 
a) Si el determinante del sistema A0, el sistema es 
determinado, es decir, tiene solución única. 
b) Si A = 0 y Ax = 0. el sistema es indeterminado, es decir, 
tiene infinitas soluciones. 
c) Si A =0 y A, #0, el sistema es incompatible y no 
tione soluciones. 
A cada uno de los tres casos examinados se le puede dar 
una interpretación geométrica, partiendo de que en el siste- 
ma de coordenadas rectangulares a cada ecuación lineal (de 
primer grado), con dos incógnitas (es mejor decir con dos 
variables) corresponde una recta. 
a) Si A=0, dos rectas, representadas por las ecuaciones 
del sistema, se cortan en un punto; las coordenadas del punto 
de intersección representan precisamente la solución del 
sistema. 








2. 
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y 
Y 
х ыя 
A + 


b) Si A =0, A, =0, las dos rectas correspondientes a las 
ecuaciones se confunden en una recta común; dado que éstas 
tienen infinitos puntos comunes, en consecuencia, el sistema 
también tiens infinitas solyciones. 

e) Si A =0, A, +0, las rectas correspondientes a las ecua- 
ciones del sistema, son paralelas, es decir, no tienen ningún 
punto común, por lo cual el sistema no tiene solucio- 
nes. 

En la fig. 3 se muestran estos tres casos posibles. 


$ 17. Casos particulares de sistemas lineales 


Hasta ahora examinamos sistemas de ecuaciones lineales, en 
los que el número de inógnitas ha sido igual al número de 
ecuaciones, que componen el sistema. Sin embargo, en las 
aplicaciones de la matemática a otras ciencias ocurren casos 
en que las ecuaciones, que entran en el sistema, son más que 
las incógnitas (tales sistemas se denominan sobredeterminados), 
o, por el contrario, el número de incógnitas es mayor que el 
número de ecuaciones del sistema. Los métodos de resolución 
de estos sistemas se examinan en una serie de ejem- 
plos, 


Ejemplo 1. 





Al principio resolvemos el sistema compuesto de las dos pri- 
meras ecuaciones, 


{ a—y=1, 
32—2y =5; 
hallamos = = 3; y = 2. Sustituimos estos valores de las in- 
cógnitas en la tercera ecuación y verificamos que se obtiene 


la identidad 9 = 9, Por lo tanto, el sistema dado tiene solu- 
ción única. 


Ejemplo 2. 





Este sistema de ecuaciones no tiene soluciones, puesto que re- 
solviendo el sistema 


{ :+2у= 1, 

Bx—y =14, 

hallamos z=5, y = 1, pero estos valores de las incógnitas 
no satisfacen a la tercera ecuación 22 4- y = 12. 


Ejemplo 3, ¿Cómo debe ser la dependencia entre a y b 
para que el sistema de ecuaciones 


a+ y=3, 
51—3y=7, 
az + by= 5b 
tenga una solución única? 
Al principio resolvemos el sistema 
(2+ у=3, 
5r—3y=7 
y hallamos que х = 2, у = 1. 


Sustituyendo estos valores de las incógnitas en la tercera 
ecuación, tendrem: 


2a + b = 5b ó a = 2b. 
A continuación examinemos el sistema komogéneo, es decir, 


el sistema en el que el término independiente de cada una 
de las ecuaciones es igual a cero. 





Ejemplo 4 
(21— y— 5=0, 
182 +2y—11:=0. 


Es evidente que todo sistema homogéneo (no indefectible- 
mente lineal) tiene solución nula: z = y = z = 0. Ahora, 
buscaremos soluciones diferentes de la solución nula. 
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Supongamos que z 3% 0. En tal caso todos los términos de 
las ecuaciones se pueden dividir por z; así, obtenemos el sis- 
tema 


2 у 

( 22-15, 
= У 

32M 


Suponiendo que 
z Y 


Žau L=, 


т yo 
tendremos: 

2u— t= 5, 
3u+2=11, 


de donde u =3, і 
A continuación, 


2.23, 2.24 
7=3 L=1, 











o bien 
те 3, у= 





donde z puede adquirir cualquier valor. Por ejemplo, para 
2 = 2 tendremos que 


z=by=:=2 
De este modo, el sistema lineal dado tiene infinitas solucio- 
nes obtenidas de las igualdades 
21=3,y=x, 
si a la incógnita z s le da cualquier valor. En el caso parti- 
cular, cuando z = 0 tendremos una solución nula. 
Ejemplo 5. 

(2 y+3=0, 

2z—2y—5z=0. 
Al buscar soluciones distintas de cero, aquí no se puede supo- 


ner que z + O, puesto que después de dividir por z è introdu- 
cir las incógnitas auxiliares obtenemos el sistema 


{ u— t=—3, 
2ш—Ш= 5, 


que es contradictorio y no tiene soluciones. En tal caso, divi- 
diremos por x (o por y), considerando z + Ù, lo que en las 


nuevas incógnitas (= =u, $ 1) nos da el sistema 





и+3= —1, 
E 2u—5t = —2. 
Resolviéndola, hallamos que 
u=1,t=0 
o bien 
Жы, = 
= z 





Por suposición z + 0, y por eso, z = 0 e y = 2. 
El sistema homogéneo dado tiene infinitas soluciones, dis- 
tintas de cero. Cada solución es un trio de números, en el que 
los dos primeros números son idénticos, y el tercero es 0; 
por ejemplo, (3; 3; 0) ó (—5; —5; 0); ete. 
Ejemplo 6. 

y a+2y— 2=0, 

2a+4y—21=0. 
Se aprecia inmediatamente que la segunda ecuación es coro- 
lario de la primera, puesto que después de dividir por 2 todos 
los términos de la segunda ecuación se obtiene un sistema de 
dos ecuaciones idénticas 
х+2у—=0, (1) 
ó 
z= y. 





Las dos incógnitas y y z pueden tomar cualquier valor; los 
valores de z se determinan por los valores prefijados de 
y y 2 de las fórmulas (4). 


$ 18. Ejemplos de resolución de sistemas 
de ecuaciones con coeficientes literales 


Ejemplo 1. Resolver el sistema 
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Do la primera ecuación, según la propiedad de los propor- 





ciones derivadas”) (si $=, entonces zir a їз) 
2: _а{%—с 
hallamos que $2 =i, de donde 


(1) 


Sustituyendo el valor de z en la segunda ecuación del 
sistema obtendremos: 


{a+b 


Atiy 





= 
yF? афс’ 

de donde 

ао) = ELE сао), 


ару ea 40) (040), 
@+®9(-+с—®—(а+ ‹}(а+5—) 
йылы ae 


+05 


=c(a+e)—b(a+b), 


Pi Ба (000+) o 
гаа а 


=c(a+0)—bla+0). 


Simplificando ambos miembros de la ecuación por c(a +0) 
—b(a-+b), obtenemos: 


=1, y=a+0—b, 





Sustituyendo el valor hallado de y en la igualdad (1), 
tendremos que r=a+b—c. 


4) Si se tiene la proporción + entonces 





4 


Dividiendo miembro a miembro las dos últimas ecuaciones, obte- 
nemos: 

atb eti 
CET е4" 








Ejemplo 2. Resolver el sistema 


z+ y+ 2=0, 
(E dy+ ca=0, (0) 
асу Баб = 1. 
Do la primera ecuación tendremos: 


z= 





(2+y); 


sustituimos este valor de z en ia segunda y tercera ecua- 
ciones del sistema (2), lo que nos conduce al sistema de 
ecuaciones 





azt by— о) 0, 
аге 9 
Do la primera ecuación del sistema (3) se deduce: 
(a—c)2=(c—b) y; 
para a—c=20, tendremos 
¿2 y, v 


а—с 


Después de sustituir la expresión hallada de z en la 
segunda ecuación del sistema (3) obtenemos la ecuación con 
una incógnita: 


бе) y 


1 (ac—ab)y=1, 
o bien 
—b(c—b)y+a(c—by=1, 
(c—b)(a—b)y=1; 
rgen 

De la igualdad (4) hallamos: 


сь 1 1 
ae DE aae’ 





sm 
= с 
2= += 6-65" 


A Ejercicios 
1. Resolver las ecuaciones: 
y... 8: 

E ES 
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2—6 
z777 


2—2 
г 
Baz + (a —b)? 
e aii 








zb 





2. Resolver los sistemas de ecuaciones: 























Tz—3y—8=0, Э riy=3:4, 
4149 +24=0, Le Di+2)=1:2 
9 
д { 2+9=0 Е Al, 
{ 32—y=0. Lon е 
24 
Advertencia, т 
5: ‚03 5 
ТЕ ае 5 Ea 
107 15 
а-а Eta” 
Advertencia, 
1 
mi—2y=3, 
9 { d+ my =4. 
&+ту—9=0, 
2ma + 184 427.0. 
do ( == тет =2, 
) az+by=2ab. 
«уу 
atio, 
mi. 
Ft 1=0. 
а { кыйга 
<= =}. 
1 [ CHA ye, 


(4D) 2+(0—b)y=0, 


Advertenci 
1 








> 
E 
а 
+8 o 
ia E h 3q= 
Advertencia, =; т=ти, y=nt; з=. 





т 
5) 

® а 

Advertencia. Introducir Ja incógnita auxiliar t, suponiendo 


za 





Ва 015, 
16) 
› {кыр =—4. 


3. ¿Para qué valores del parámetro k el sistema de ecuaciones 
Jinéales 


324 ky=54+k, 
2: +5y=8. 

tiene solución única? 

4. ¿Para qué valor del parámetro k el sistema 
(1+2k)245y=1, 

{ @+®г+4у=8 

no tieno solución? 

5. ¿Para qué valor del parámetro k el sistema 
(2k—4) 2 + ky 

{ 7,5244y=3 

tiene infinitas soluciones? Hallar aunque sea una de esas soluciones. 








CAPITULO I 


DESIGUALDADES 


§ 19. Conceptos fundamentales y definiciones 


 periicion 1. Dos números o dos expresiones algebraicas, 
relacionadas entre sí por el signo < («menor»), o por el signo 
> (mayors), o por el signo s (no es igual), forman una 
desigualdad. 
Ejemplos. 1) 3>-5; J a<1 +a}; 3) 32. 

O bErinicioN 2. Dos desigualdades de tipo a< b, c< d 
o a> b, c> d se denominan desigualdades del mismo sen- 
tido; por ejemplo, 3> 2 y 7 > —20. 
Dos desigualdades de tipo a a5 b y c< d se denominan 
desigualdades de sentido contrario; por ejemplo, 4< 5 y 
0>-—3. A veces a los signos >o< se une también el 
signo de igualdad, por ejemplo, a > 0 (se lee: «el número a 
no es negativo») o 5<0 (cel número b no es positivo») *), 
Tales desigualdades se denominan no rigurosas (indetermina- 
das), a diferencia de las rigurosas (determinadas) a > b 
6c<d. 


$ 20. Propiedades de las desigualdades 


1) Sia > b, entonces b < a. 

2) Sia>b y b>c<, entonces a >c. 

3) Dos desigualdades de la forma: (1) a < b y b< c 6 (2) 
a> b y b> c pueden ser unidas en una doble desigualdad: 


()a<b<cy(Q)a>b><c 


Ejemplo. Sia esun valor aproximado de la magnitud z, 
Aa, el Ñmite del error absoluto del número aproximado a, 
el valor real de la magnitud z< a + Да, рео 2а 
— Аа, y puede escribirse la doble desigualdad: a — Aa < 
<z<a+ A, 


*) So acostumbra también leor: eel número a es mayor o igual a cero» 
y «el número b es menor o igual a cero», respectivamente. (Vota del T.) 


4) Si a > b y m es un número cualquiera, 
a4m>b+m. 


A ambos miembros de la desigualdad se les puedo sumar (o 
restar de ambos miembros) un mismo número, y, como 
resultado, se obtendrá una desigualdad del mismo 
sentido. 


Ejemplo. 5 > 3; sumemos a ambos miembros el núme- 
ro 4, obtendremos 9 > 7. 

5) Si a > b y m es un número positivo, 

am > bm, 


Multiplicando ambos miembros de la desigualdad por un 
mismo número positivo, cl sentido de la desigualdad по 
varía. 

AL multiplicar ambos miembros de una desigualdad 
por un número negativo m (m < 0) el sentido de la desigual- 
dad cambiará por el contrario, es decir, si a > b y m < 0, 
tendremos que 


ат < bm, 


Ejemplo. 3>--1 lo multiplicamos por —4; obtendre- 
mos —12 <4. Lo mismo se puede decir respecto a la divi- 
sión de ambos miembros de la desigualdad por el número 
т (т 4 0), puesto que la división se reduce a la multiplica- 


= 1 
ción por + 


24. Operaciones con desigualdades 


1. Suma. Dos o varias desigualdades del mismo sentido se 
pueden sumar miembro a miembro; como resultado se obtendrá 
una desigualdad del mismo sentido: 


a>b 

c>d, 

m>n, 
ajc+4m>b+d+n 
2. Resta. Las desigualdades de sentido contrario se pueden 
restar miembro a miembro; como resultado obtendremos 


una desigualdad del mismo sentido que la desigualdad 
minuendo. 
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Si a >b y c<d, y de la primera desigualdad restamos la 
segunda, 


а-с>б—4. 
Ejemplo, 
=3>-7 
4< 5 
—34>-7—5, 
6 —1>-12 


3. Multiplicación. Dos o varias desigualdades de igual sen- 
tido se pueden multiplicar entre sí miembro a miembro si todos 
sus miembros son positivos; como resultado se obtiene una 
desigualdad del mismo sentido, 
Si 
a<b 
e<d (a>0, c>0), 
entonces ac< bd. 

Ejemplo. 

3<5 

4<6 

12<30. 
4. División. Dos desigualdades de sentido contrario se pueden 
dividir miembro a miembro si todos los miembros de la desi- 
gualdad son números positivos; como resultado se obtiene una 
desigualdad del mismo sentido que la desigualdad dividendo, 
es decir, la desigualdad que dividimos por la otra: 

a>b 

e<d (6>0, c>0) 

а b 
TT 

Ejemplo 

4>3 

1<2 


4 3 
тт” 


$ 22. Resolución de desigualdades de primer grado 
con una incógnita 


6 berivicion 1. La desigualdad de la forma 
ах Браг фы ба ьс ах +, 


se denomina desigualdad de primer grado con una incógnita. 
Así serán, por ejemplo, las desigualdades 


1 hos> $42 


2)4—5е< 5+ 22. 

Se denomina solución de la desigualdad todo valor de z 
que satisface a la desigualdad dada. 

Por ejemplo, el número 2 es la solución de la desigualdad 
4— 5e < z+ 22, puesto que 4—52 < 2 + 22, —6 < 
<. 


0 barinición 2. Resolver una desigualdad significa hallar 
todos los valores de la incógnita que verifican a la desigual- 
dad dada. La búsqueda de la solución de cualquier desigual- 
dad de primer grado con una incógnita da lugar a desigual- 
dades elomentales de la forma 


1)2>2 
2)2<b, 


En el primer caso se dice que el número a es el límite inferior 
de los valores de la incógnita. Quiere decir que cualquier 
número mayor que el número a es solución de la desigualdad 
dada. Si sobre el eje numérico se lleva el punto correspondi- 
ente al número a, los valores de la incógnita z que verifican 
la desigualdad z > 2, se representan por los puntos que se 
encuentran a la derecha del punto x = a (en la fig. 4 está 
rayado). 

En la desigualdad elemental z< b el número (letra) b se 
denomina límite superior de la incógnita, lo que significa que: 
cualquier número menor que b es una solución de esta desi- 
gualdad. La desigualdad z <b se ilustra gráficamente del 
siguiente modo: sobre el eje numérico se marca el punto 
correspondiente al número b; en tal caso, cualquier punto 
ubicado a la izquierda de b representa al número que verifica 
la desigualdad dada (fig. 5). 

Las desigualdades de primer grado con una incógnita se 
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resuelven por el mismo esquema que las ecuaciones de primer 
grado, Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo. 
A 


Multiplicamos ambos miembros de la desigualdad por 3 > 0, 
para librarnos de la fracción: 

2—5—3>9— 

Pasamos el tármino con la incógnita del segundo miembro al 
primero, y el término independiente del primer miembro al 
segundo, cambiando los signos de los términos que se pasan 
de un miembro a otro por los contrarios: 


22+ 3:229 +8; 512 17. 


Dividiendo ambos miembros por 5 > 0, obtenemos z > 3,4. 
El número 3,4 es el límite inferior de los valores de la incóg- 
nita z. 





$ 23. Segmento. Intervalo 


Supongamos que a y b son dos números, además a< b. 
A los números a y b les añadimos todos los números interme- 
dios comprendidos entre ellos. En tal caso se forma un con- 
junto cerrado de los números z: a < z < b. La cualidad de 
carrado radica en que en este conjunto existe un número me- 
nor a y un número mayor b, 


@ perinicion 4. El conjunto de todos los números z, que 
verifican las desigualdades a < z < b, se denomina segmen- 
to. Se admite en designar el segmento por le, 0]; por ejemplo, 
se escribe (0, 2] en lugar de 0 < 2 < 2. La propia denomi- 
nación de segmento indica que a este conjunto numérico co- 
tresponde un conjunto de puntos del eje numérico, que llenan 
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totalmente el segmento con extremos en los puntos z = a 
ух= Б. 

Eliminamos los puntos extremos del segmento la, b], en 
tal caso obtenemos un conjunto abierto de los números £: 
a< x< b; en este conjunto no hay un número menor пі 
un número mayor, debido a lo cual se denomina abierto, 


© bermicion 2. El conjunto de todos los números х= ҷое 
verifican la doble desigualdad a < £< b, se denomina 
intervalo. 
El intervalo se designa con el simbolo {a, b); por ejemplo, 
(1, 5) denota que 1< z< 5. 
Si ocurre que a < z < b, se dice que x perlenece al semiin- 
tervalo la, b); sia < z < b, se dice que x pertenece al semi- 
intervalo (a, bl. 


§ 24. Resolución de sistemas de desigualdades 
de primer grado 
@ perivicion. Las dos desigualdades de Lipo 
az-+ b>0, { а24- 220, 
az+b<0, ат+Ь>0, 
con respecto a las cuales se buscan sus soluciones generales, 
forman un sistema de desigualdades de primer grado con una 
incógnita. 
El método general de resolución del sistema de dos desigual- 
dades tiene como objeto lo siguiente: hallamos las soluciones 
de cada desigualdad por separado y comparándolas estable- 
cemos cuáles de las soluciones son comunes para ambas de- 
sigualdades; si no existen soluciones generales, el sistema es 
incompatible, o contradictorio, La elección de las soluciones 
generales se facilita si las soluciones de cada desigualdad 
se representan sobre el eje numérico. 
Ejemplo 1. Resolver el sistema de desigualdades 
22—320, 
52-420. 


0220—3820, 22; 
2 +420, 22-4. 


Para la primera desigualdad el número 5. ез е] límite in- 
jerior de los valores de la incógnita. Marcamos este punto 
a “ 
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4 
2 Fig. 6 


y rayamos la parle superior del eje numérico que se encuen- 
tra a la derecha del punto correspondiente al número + 
(fig .6). Análogamente rayamos por debajo el eje numérico, 
comenzando del punto -4 hacia la derecha, puesto que el 


número — + es el límite inferior de los valores de la incóg- 


nita para la segunda desigualdad. Allí donde el eje resulta 
rayado tanto por encima como por debajo se hallan las solu- 
ciones generales, En este caso todos los números mayores que 


=7 son soluciones generales: 


а>}. 

Ejomplo 2. Resolver el sistema de desigualdades 
7-2 3+& 

| q es 


{-э+5(4—а)>2(4—). 








Reducimos cada una de las desigualdades a una forma más 
simple, para lo cual nos libramos de las fracciones, abrimos 
los paréntesis, pasamos todos los términos al primer miembro 
y reducimos los términos semejantes; así, obtenemos 


{ —137439<0, 


— 424+30>0 
o bien 

—143<0, 
|же 


Resolviendo la primera desigualdad, hallamos que z > 3; 


de la segunda, que z< 9. 
Ambas desigualdades se satisfacen simultáneamente por los 


valores de z tomados en el intervalo 3 < z < 9 (fig. 7). 





Ejemplo 3. Resolver la desigualdad > 
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'Tonomos que FE2—2>0, reduciendo a un común deno- 
minador, se obtiene 
2+2 а=. 


3—> 


3z—á 
ч >0. 


La fracción es positiva si los signos del numerador y del 
denominador son iguales, por eso, o bien 





3x—4>0, 
( 32>0, % 
o bien 

32-4<0, 
(5.50 o 


Resolviendo el sistema (1), hallamos que a la primera des- 
igualdad satisfacen los valores de z >$, a la segunda, los 
valores de  < 3, Ambas desigualdades so satisfacen simul- 
táneamento si F<z<3, 


El sistema (2) es incompatible, es decir, no tiene soluciones, 
ya que de la primera desigualdad de este sistema se deduce 


quez <4, y de la segunda, z > 3. Todo número mayor que 


3 no puedo ser al mismo tiempo menor que +. 


$ 25. Desigualdades que contienen la incógnita 
bajo el signo de módulo 


La magnitud absoluta del número real z, es decir |z |, se 
puede interpretar geométricamente como la distancia del 
punto, que representa el número z, al origen O del eje numé- 
rico, Por ejemplo, si |z | = 3, sobre ol eje numérico se 
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tienen solamente dos puntos: 1, = —3 y 1, = +3, los que 
distan del origen O tres unidades de la escala. 

La desigualdad elemental | х | < 3 significa que se buscan 
tales valores de la incógnita z, a los que corresponden puntos 
que distan del origen Ü menos de tres unidades de longitud 
(según la escala elegida). Está claro que todos estos puntos 
pertenecen al intervalo (—3, 3) (fig. 8). Todo número de este 
intervalo es la solución de la desigualdad |z |< 3. Todas 
las soluciones se escriben en forma de una doble desigualdad 


=3<1<3, 

La desigualdad |x |< 35e diferencia de la anterior |z| < 
< 3 solamente en que se agrega dos nuevas soluciones de 
z = + 3; todas las soluciones forman el segmento [—3, 3] ó 
—3<1<3. 

Ejemplo 4. Resolver la desigualdad 

[2-3 1<1. 

Método de resolución geométrica. Desde el punto z = 3 mar- 
camos una unidad de la escala a la izquierda, después a la 
derecha; obtenemos dos puntos: 2 y 4. Todo punto interme- 


dio entre ellos verifica la desigualdad (fig. 9), es 
decir, 


2<:2<4 

Método de resolución algebraica, Suprimimos el signo de 
valor absoluto y escribimos la doble desigualdad 
—1<2-8<1; 

sumamos el número 3 a los tres miembros de la desigualdad: 
41 438<2-343<143, 

o bien 

2<:<4. 

Ejemplo 2. |22 +3 |< 5. Esta desigualdad es equi- 


valente a la doble desigualdad — 5 < 2r + 3 < 5. Suma- 
mos a todos los miembros de la desigualdad el número — 3, 


obtenemos —8 < 21 < 2, dividimos todos los miembros 
рог 2: —4 221. 
Resolvamos este ojemplo de otro modo. Tenemos: 
2 |2+3|<5 
dividimos ambos miembros por 2: 
[+ <ó 
o bien 
3 5, 
[|-(—4)|<+: 
del punto z = -4 del eje numérico marcamos a la izquier- 


da y-a la derecha 4 de la unidad de escala; obtenemos los 


puntos —4 y 1. Ahora está claro que 
—4<т<1. 
Ејетр1о 3. |223 |27, 


jst. 
Al buscar la solución de esta desigualdad hay que conside- 
rar dos casos: 


а) 22—322 0, еп tal caso |22 — 3 |= 2r — 3, 21 — 
=3>7,12>5; 
b) 22 —3<0, entonces |2z—3 |= — (2s — 3) (la 


magnitud absoluta de un número negativo es igual a ese nú- 
mero con signo contrario); resolvemos la desigualdad 

— (223) >7, 4 -3<-1,1<—2. 

De este modo, cualquier número mayor que 5, así como todo 
número menor que — 2 son soluciones de la desigualdad 
12: — 3 1>7 (fig. 10). 

Resolvamos este ejemplo de otro modo. Representemos su 
primer miembro en la forma 


2 |.-2|>, 
6 


jiji: 


Del punto del eje numérico correspondiente al número 2 


marcamos a Ja izquierda y a la derecha 4 de unidades, obte- 
nemos los puntos —2 y 5. Con esta construcción se distingue 
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el segmento [--2; 5]; todos los números que no pertenecen a 
a este segmento son soluciones de la desigualdad dada; 
éstos serán log números menores que —2 y mayores que 5; 
2<—2 6225. 


$ 26. Noción sobre la demostración de las desigualdades 


La desigualdad que se cumple para todos los valores de las 
letras, que la componen (puede ser con ciertas limitaciones), 
se denomina desigualdad idéntica. Con respecto a esta di 
gualdad no se plantea su resolución sino la demostra: 
Mediante ejemplos aclararemos en qué consiste la demost 
ción y cómo se realiza ella. 

Ejemplo 4. Demostrar que la media aritmética de dos 
números positivos no es menor que su media geométrica, 
es decir, que 


“>. 


Supongamos que dicha desigualdad se verifica; en tal caso, 
después de elevar ambos miembros al cuadrado obtenemos 
una desigualdad del mismo sentido (al número positivo 
mayor corresponde el cuadrado mayor) 


LE ab 6 аз 2ab+ b> hab; 
4% — 2а5 + 09.0, (а – 60. 


Es evidente que la última desigualdad és idéntica, puesto 
que el cuadrado de cualquier número real no es negativo 
(2-0). Por ahora esto es sólo la tesis y по la propia demost- 
ración, puesto que cuendo comenzamos a transformar la 
desigualdad dada, es decir, olevamos al cuadrado ambos 
miembros, sumamos a ambos miembros un mismo término, 
etc., conservando entre los miembros de la desigualdad el 
signo > (se lee eno menor ques), en realidad, a, eptamos que 
el primer miembro de la desigualdad no es menor que el 
segundo, por lo que no hay nada que demostrar, Si demos- 
tramos que las operaciones realizadas son reversibles, con 


ello se demostrará que +? >. лб. Tenemos: 
(a — b) > 0, ó aè + bt > 2ab. 
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Sumamos a ambos miembros 2ab; 
(а-а да; LH ap, 

Extraemos la raíz cuadrada de ambos miembros y tomamos 
sólo los valores aritméticos de las raíces, en tal caso t? > 


> VT. Es evidente que el signo de igualdad se tendrá 
Solamente cuando a = b. 


Ejemplo 2. Demostrar que si a>0, b>0, e>0, 
entonces 
афа а ас + be, 
WE DexosTracion Vamos a partir de las desigualdades evi- 
dentes: 
(@@—Ь#>0, @+>2а%, 
(а—с)*>0, 6 азн) a 
ф—с#>0 м+г>2к. 
Sumando las desigualdades (1), obtenemos: 
2 (a% + с) >2 (ab + ac + de); 
después de dividir por 2, tendremos: 
a? 4 b + e> ab + ac + be. 
Ejemplo 3., Demostrar que si z +y + z= 1, donde 
z>0, y>0, 2>0, entonces 
(1-2(1—y (1-2 > 8ryz 
E pexosrracion Como base tomamos las desigualdades co- 
nocidas (ejemplo 1) 
itoy, ¿E>Va. уи, 
de donde 
z+y> Vm, 
2+2>V 22, 
y+2>YV yz. 


Puesto que de la condición se deduce que z + y = 1 — z, 
z+3z=1—y, у + 5 = 1 — т, las desigualdades anota- 


das adquieren la forma 








1-1>%WVxw, 
1=y>2V/ 22 
1-121>Wi 
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Fig. tl. 








Después de multiplicar miembro a miembro estas tres desi- 
gualdades obtenemos: 


(1 — 2) (1 — y) (1 — 2) > 8zyz. 


$ 27. Resolución gráfica de desigualdades 

Ejemplo 1. Resolver gráficamente la desigualdad 
2-5>0. 

El primer miembro de la desigualdad, es decir, 22— 5, 
es una función lineal de argumento z; lo designamos por y: 
у= 22-5, 

y construimos su gráfica (fig. 11). La desigualdad 2z — 5 > 
> 0 significa que se buscan tales valores del argumento z, 
Para los cuales la función lineal es positiva, es decir, las 
ordenadas de la recta son positivas, o los puntos de la gráfica 
se encuentran por encima del eje de abscisas. Este requisito 
lo satisfacen todos los puntos, cuyas abscisas son mayores 


que; dicho de otro modo, estos puntos se encuentran a la 


derecha del punto de intersección de la recta con el eje Oz, 
Ejemplo 2. Resolver gráficamente el sistema de desi- 
gualdades 


{= 2+3>0, 
2:2—1<0. 
Construimos las gráficas de las dos funciones lineales (fig. 12) 


M y=52+3 
5% 


(1) у= 22-1. 


A continuación debemos indicar todos los valores del argu- 
mento z, para los cuales simultáneamente las ordenadas de 
la primera recta son positivas, y las de la segunda recta, 


negativas. Los valores de z comprendidos entre — ê y +, 
satisfacen este requisito: 


—6<е<+. 


Ejercicios 
5. Resolver las desigualdades: 











32—18. 521, 
„А шш: 3 72 
Bed 744 2. Т)]3:—5|<3 
I- LT ajite] O; 
4) m(2-4)>24+2 9) 13—22|>5; 


10) [52+-3/>8. 
2, Resolver Јав desigualdades y los sistemas do desigualdades: 


j < a { 022-02, 








324250; 5 
a 6 [инша 
ya 
3. ¿Para qué valores de a se verifica la desigualdad 
1< кш <» 


4. ¿Para qué valoros de m el sistema de ccuaciones 
22-79 т, 
а+-5у=13 


tieno soluciones positivas? 
5. ¿Para qué valores del número a e) sistema de ecuaciones 


3a—6y=4, 
raya 


viene soluciones negativas? 


59 


6, Determinar el número m de manera que la raíz de la ecuación 








ГЫ son mayor que 1. 
7. ¿Para qué valores enteros de n la solución del sistema 

n— y=S, 

2e+3ny=1 
satislace la condición =>0 0 y <0? 
8. Demostrar la desigualdad /2b > = cuando a> 0, b> 0. 
9, Demostrar que para todo valor real do z se cumple la desigual- 
dd SE: 
10. Demostrar que la suma le dos números positivos no es menor 
que 2, si su producto es igual a 4, 








CAPITULO IV 


NUMEROS REALES 


$ 28. Nota de introducción 


En el texto del presente capítulo se usa frecuentemente la 
palabra «conjunto». Aclaremos el significado de este concepto 
en ejemplos concretos. 

1) Todos los estudiantes de la ciudad de Moscú forman el 
conjunto de estudiantes de Moscú, Este conjunto se compone 
de un número finito de elementos; cada estudiante por sepa- 
rado de la ciudad de Moscú es un elemento del conjunto; 
cualquier estudiante de otra ciudad o región no pertenece 
a este conjunto. 

2) Todos los rectángulos de área igual a un metro cuadrado 
forman un conjunto de rectángulos de dicha área de 1 mí: 
esto conjunto es infinito. Los elementos del conjunto son los 
rectángulos individuales, por ejemplo, el rectángulo de 2 m 
y $m de lados, 

3) Todos los números enteros positivos forman el conjunto 
de números naturales: 1, 2, 3, 4, ... Este conjunto es 
infinito. En adelante nos referiremos solamente a los conjun- 
tos numéricos, 





29, Números racionales 


cm 


Los números enteros y fraccionarios, tanto positivos como 
nogativos, y el numero O forman el conjunto de números 
racionales. Todo número racional se puede considerar como 


la relación de dos números enteros: r =P (n-40). 
Ejemplo, 
E a 
з=: 4 => 
Conviene hacer notar que los números racionales se pueden 
61 


tepresentar en forma de fracciones decimales periódicas 
infinitas 
1 





= 0,333... 
0,4000 ...=0,3998 ... 
—14 = —1, (285714). 


Inverso: toda fracción periódica infinita es un número racio- 
nal, puesto que éste puede convertirse en una fracción ordi- 
paria, por ejemplo: 

a 20-3_33_ 41 
0,3600... у 
(más detalladamente en el cap. AVI, $ 243). 
Al realizar las cuatro operaciones aritméticas con números 
racionales (excepto la división por 0), como resultado obtene- 
mos también números racionales, es decir, estas operaciones 
no nos sacan del conjunto de números racionales y no requie- 
ren la introducción de números nuevos. 
Exactamente del mismo modo se pueden resolver las ecua- 
ciones de primer grado (lineales) con una incógnita y los 
sistemas de ecuaciones de primer grado con varias incógni- 
tas; los valores de las incógnitas serán siempre números ra- 
cionales, si los coeficientes de las incógnitas y los términos 
independientes son racionales. Sin embargo, al resolver las 
ecuaciones cuadráticas elementales tropezamos con la nece- 
sidad de ampliar el concepto de número. Por ejemplo, la 
ecuación z? — 3 = Q, ó x° = 3, no tiene una raíz entera, 
puesto que no existe un número entero tal, cuyo cuadrado 
es igual a 3. Demostremos que la raíz de esta ecuación no 


puede ser tampoco un número fraccionario. 


Supongamos lo contrario: z = ™ , donde ™ es una fracción, 


л, 
irreducible. En tal caso, (2)? 

ya que el cuadrado de una fracción irreducible es también 
una fracción irreducible, y ella no puede igualarse a un núme- 
ro entero (3). Por lo tanto, la raíz de la ecuación no es un nú- 
mero racional. 

Para poder hablar de raíces de semejantes ecuaciones es ne- 
cesario introducir números nuevos, denominados números 
irracionales. 

Los números irracionales no se pueden prescindir incluso 
en geometría, cuando se plantea la medición de segmentos. 


2 





3, lo que es un absurdo, 





ааа Ж 
4 DEA 
A 
2 E 
Fig. 13. Fig. 14. 





$ 30. Medición de segmentos 


En este párralo nos apoyaremos en la siguiente afirmación, 
conocida bajo la denominación de azioma de Arquímedes: 
st AB y CD son dos segmentos arbitrarios y AB > UD, eziste 
un número entero positivo n tal gue CD-n > AB. En otras 
palabras, siempre se puede llevar el segmonto menor CD 
sobre el segmento mayor AB tantas veces para que se obten- 
ga el segmento A.M, que supera en longitud al segmento 48, 
En la fig. 13 se muestra que después de llevar cuatro veces 
el segmento CD sobre el segmento AB se obtiene el segmento 
PB, menor que CD; llevando cinco veces el segmento CD, 
obtenemos el segmento AM, (mayor que AB, lo que puede 
escribirse del siguiente modo: 

CD-4 < AB <CD-5 

En este caso el número r? = 5. 


© о=ғтмісон 1. Se denomina medida común de dos segmen- 
tos ABy CD un tercer segmento E tal, quecabe un núme- 
ro entero de veces en cada uno de los segmentos dados. En 
la fig. 14 se aprecia que el segmento Æ entra en el segmento 
AB cinco veces, y en el segmento CD, tres veces. 


6 beriición 2. Dos segmentos que tienen una medida común 
se denominan conmensurables. 


O perixicion 3. Se denomina relación de dos segmentos con- 
mensurables la relación de los números que expresan sus 
longitudes según la unidad do longitud admitida Æ. 

De este modo, para los segmentos de la fig. 14 

ав _5 

CD E 

Si la medida común E cabe en cierto segmento m veces, y en 
otro segmento n veces, su relación es igual al número racio- 


m 
mirez. 
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Es cierta también la tesis inversa: si la relación de dos 
segmentos es un número racional, estos dos segmentos son 
conmensurables, es decir, tienen una medida común. 


En efecto, supongamos que 5 =; on tal caso se puede 
tomar como medida común un segmento igual a L-ósima 
parte del segmento CD: 


1 

Ё =--Ср. 

De donde 

CD=nE, AB=mE, 
y 

AB mE m 
CONE л 


6 bariwicios 4. Dos segmentos que no tienen medida común se 
denominan inconmensurables, 


Teorema. La diagonal del cuadrado es inconmensurable 
con su lado. 


MM DexosTRAREMOS por el método del absurdo. Supongamos 
que la diagonal del cuadrado es conmensurable con su lado; 
en tal caso, la relación de los mismos es un número racional: 


2 = r, además 1 < r < 2, puesto que la diagonal d es ma- 


yor que ol lado del cuadrado a, pero menor que el doblo del 
lado 2a (la hipotenusa es menor que la suma de los catetos); 


por lo tanto, el número r es una fracción impropia E, que 
se puede considerar irreducible: 
d m 


‚ы, duta, 
O т 


Por el teorema do Pitágoras tenemos; 
d=, (= а}, 
o bien 
my 
(2) -2 


lo que es un absurdo, puesto que el cuadrado de una fracción 
irreducible no- puede ser un número entero. Hemos llegado 


a un absurdo suponiendo que la diagonal del cuadrado es 
conmensurable con su lado. Con esto el teorema queda de- 
mostrado, 


$ 31. Medición decimal de segmentos 


Demostrado que existen segmentos inconmensurables, agla= 
remos que se debe entender por relación de dos segmentos in- 
conmensurables o, en otras palabras, que se acepta por lon- 
gitud del segmento inconmensurable con un segmento con- 
siderado como unidad de medición. 

Supongamos que sean AB y CD dos segmentos arbitrarios 
(fig. 15). Llevamos el segmento menor CD sobre el mayor 
tantas veces como sea necesario hasta obtener el resto PB, 
menor que el segmento CD. En la figura se muestra el caso 
en que tal situación se alcanza después de llevar CD tres 
veces. Dividamos CD en diez partes iguales y una décima 
de su parte la llevamos sobre el resto PB tantas veces hasta 


obtener un nuevo resto P¿B, menor ае parte del segmento 
CD, Contorme a muestra figura esto ocurre después de llevar 


cuatro veces xy de fracción de CD. El nuevo resto P4B lo 


medimos por ¡yde parte del segmento CD, hasta obtener 


el resto РВ, шепог дче туу de CD, eto. 


De la medición descripta antes son posibles los siguientes 
tres resultados. 


Caso 1. La medición termina en cierto paso; por ejemplo, 
si la ¡5 parto del segmento CD está contenida en el testo 


P,B exactamente seis veces, con ello se termina la medición 
del segmento AB y como resultado obtenemos el número 
racional 3,46. 


Caso 2 La medición se continúa ilimitadamente y como 
resultado se obtiene una fracción decimal periódica infinita. 





Caso 3. La medición se continúa ilimitadamente y en 
su proceso se obtieno una fracción decimal aperiódica infi- 
nita, por ejemplo: 2,451451145141.... 

Los primeros dos casos pueden surgir sólo cuando los seg- 
mentos AB y CD son conmensurables, puesto que entonces 
su relación es un número racional. 
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El tercer caso ocurre sólo cuando el segmento AB es incon- 
mensurable con el segmento CD. La fracción decimal aperió- 
dica infinita en la medición ilimitada es un nuevo número, 
que se diferencia del número racional y se denomina número 
irracional 








O periición 1. Toda fracción decimal aperiódica infinita 
se denomina número irracional. 
Como ejemplos elementales de números irracionales pueden 
servir: 1) el número Y 2, que expresa la longitud de la dia- 
gonal del cuadrado, si el largo del lado del cuadrado se ha 
tomado igual a 1; 2) el número V 3, es decir, es una de las 
raíces de la ecuación cuadrática z? -= 3 = 0, y en general, 
la raíz de cualquier número positivo que no es una potencia 
exacta de la raíz, por ejemplo, /7, ¡/2, ete. 
Sin embargo, el conjunto de números irracionales no se con- 
cluye con estas raíces. He aquí otros ejemplos de números 
irracionales; 
1) el número x, que expresa la relación entre la longitud 
de cualquier circunferencia y su diámetro; éste también 
es un número irracional, pero él no puede ser expresado por 
radicales; 
2) también es irracional el número z, que satisface la corre- 
lación 3* = 5, y el número sen 7°. 








O oerixición 2. Todos los números racionales e irraciona- 
los forman el conjunto de números reales. 
Do este modo, la frase «z ез un número real» hay que enten- 
derla así: z es un número racional o irracional. 


$ 32. Aproximaciones racionales de números reales 
Supongamos quese ha dado un número irracional cualquiera æ 
а = 0,345845534555... 
Conservamos la primera cifra decimal de esta fracción ape- 
riódica infinita, y omitimos las restantes. Obtenemos la 
fracción 0,3 que denominaremos aprozimación racional del 


número a, con ezactitud de hasta 0,1 por defecto; de modo seme- 
jante denominaremos la fracción 0,34 aproximación racional 
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del número a. con exactitud de hasta 0,01 por defecto; la 
fracción 0,345 es una aproximación racional del número œ 
con exactitud de hasta 0,001 por defecto, ete, 

Se pueden obtener aproximaciones racionales del mismo nú- 
mero a por ezceso con exactitud de hasta 0,1, hasta 0,01, 
basta 0,001, etc,; éstas serán las fracciones: 0,4: 0,35; 
0,346, ete. El número real æ es mayor que cualquiera de su 
aproximación racional por defecto, pero menor que cual- 
quiera de su aproximación racional por ẹxceso. 

Cuando se realizan operaciones aritméticas con números rea- 
les, de ordinario estos números se sustituyen por sus apro- 
ximaciones racionales, tomadas con un grado de exactitud 
determinado, y se realizan las operaciones indicadas con 
los números racionales obtenidos. 


DEFINICIÓN t. Se denomina suma de dos números reales 
un número real tal, que es mayor que la suma de las aproxi- 
maciones racionales de los sumandos, tomados, por defecto 
con cualquier grado de exactitud, pero menor que la suwa 
de las aproximaciones racionales de los sumandos, tomados 
por exceso con cualquier grado de exactitud, 

Ejemplo 4. Hallar la suma £ + VŽ con exactitud de 


hasta 0,001. 
Partiendo do la definición de la suma, se pueden escribir 
las siguientes desigualidades: 


03+14<F+V2<04+1,5, 
0,334+1,41<F+V2<0,4+41,42, 

0,333 + 1414<F+V2 <0,334+1,415, 
0,3333 +1,4142<-F + 2<0,333441,4143. 


Puesto que necesitamos calcular la suma con la exactitud de 
hasta 0,001, los valores aproximados de los sumandos los 
tomamos con cuatro cifras decimales y después de la suma 
suprimimos la última cifra decimal: 


1,7415<F+V2<1,1477, 
1,141 <7+V2<1,148, 
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De este modo, cualquiera de los dos números 1,47 ó 1,748, 
se puede tomar como valor aproximado de la suma ++ /2 


con exactitud de hasta 0,00! 
el segundo, por exceso. 





: el primer número, por defecto; 


O oerimicion 2. Por producto de dos múmeros reales se con- 
sidera un número real tal que sea mayor que el producto de 
aproximaciones racionales de los factores, tomados por de- 
fecto con cualquier grado de exactitud, pero menor que el 
producto de sus aproximaciones racionales, tomados por 
exceso con cualquier grado de exactitud. 





Ejemplo 2. Calcular el producto de los números æ y 7 
con exactitud de hasta 0,01, si 


@ = 5,414414441 ...‚ л = 314159... 

Basándonos en la definición dada tendremos las siguientes 
desigualdades: 

54-31 <a. <5,5:3,2, 

5,41-3,14 <a-1 < 5,42-3,15, 

5,414 -3,141 <a. < 5,415-3,142, 

5,4144 -3,1415 < aen < 5,4145 :3,1416, 





Puesto que se necesita multiplicar con la exactitud de hasta 
0,01 es decir, en el producto hay que obtener cuatro cifras 
significativas, los valores aproximados de los factores los 
tomamos con cinco cifras significativas y después de multi- 
plicar conservamos en el resultado solamente cuatro cifras 
significativas. Obtenemos: 


47,009 < an < 17,0102 
o bien 


17,00 < an < 17,01. 
De manera semejante se definen las demás operaciones arit- 
méticas con números reales. 


Ejemplo 3. Hallar la longitud del segmento AB con 
la exactitud de hasta 0,01, si el largo del segmento CD se 
toma por unidad. 

En este caso es indiferente que el segmento AB sea conmen- 
surable o no con el segmento CD. Siempre se puede hallar 
un número racional tal que da un valor aproximado de la 
longitud de AB con el grado de exactitud dado. 











Fig. 46. Fig. 47. 





Dividamos el segmento CD en cien partes iguales y vamos a 
llevar su zi parte sobre el segmento AB tantas veces hasta 


obtener un resto menor que la centésima parte del segmento 
CD. Supongamos que para ello esta operación se debe reali- 


zar n veces. Llevando una vez más la zig parte del segmento 
CD, obtenemos un segmento mayor que el segmento AB. En 
tal caso obtenemos dos fracciones decimales: 

л п+і 

100 У w` 

La primera de ellas nos da una longitud de 4B por defecto, 
la segunda por exceso con la exactitud de hasta 0,04: 


e < longitud de ABEL. 





$ 33, Representación geométrica de los números reales 


Trazamos una recta y sobre ella elegimos: 1) el sentido posi- 
tivo, por ejemplo el sentido de la izquierda a la derecha 
(indicado con una flecha), 2) el origen de la lectura, es decir, 
el punto arbitrario O, 3) la unidad de escala (OE) (fig. 16). 
La recta construida de este modo se denomina eje. 

A cada punto tomado sobre el eje, por ejemplo, al punto M, 
se lo puede dar respectivamente un número real único z, 
que exprese la longitud del segmento OM, además, z > 0, 
si el punto M so encuentra a la derecha del origen O; si М 
se encuentra a la izquierda de O, z < 0. Al punto O corre- 
sponde 0. Se satisface también la afirmación inversa: a cada 
número real z le corresponde un punto único M sobre el 
eje Oz; el punto M está a la derecha del origen O si z > 0; 
siz<0, el punto M se encuentra a la izquierda del ori- 
gen O. Do este modo, la correspondencia entre los números 
reales y los puntos del eje es biunívoca. Los puntos que rep- 
resentan números racionales se denominan puntos racionales, 
y los puntos a los que corresponden números irracionales, 


puntos irracionales. El eje Oz se llama eje de númoros 
reales, de otro modo, recia numérica (abscisa). 


Ejem plo. Marcar el punto M, que represente el número 
VZ. Construimos un cuadrado de lado igual a la unidad 
(fig. 17). Desde el centro O con una apertura del compás 
igual al largo de la diagonal intersecamos el eje Oz; el punto 
M obtenido representa el numero VZ, 


CAPITULO V 


POTENCIA DE EXPONENTE RACIONAL 


$ 34. Potencia de exponente natural 


® 1. orrinición: El producto de varios factores iguales en- 
tre sí se denomina potencia: 


aaa... a= a, 


—— 
en total n veces 


El factor a que se repite se denomina base de la po'encia; 
el número n que indica las veces que se repite la base como 
factor, se denomina ezponente. 

La segunda potencia del número a se denomina cuadrado; 
la tercera, cubo. 


2. Regla de los signos. La potencia par de un número positivo 
o negativo es un número positivo; la potencia impar de un nú- 
mero positivo es un número positivo, la potencia impar de un 
número negativo es un número negativo: 

Eg а” (>, 

(Бф = + а"! (а> 0), 

donde 2n es la escritura general de un número par, y 2n +4, 
Ja escritura general del número, impar. 





Observación. No hay que confundir las dos expresiones: 


T=aF" y —a"; еп Іа primera el signo menos corresponde а la 
hase de la potencia, en la segunda, a la misma potencia 


3. Operaciones con potencias de bases iguales. a) Al mul- 
-tiplicar potencias de bases iguales se suman los exponentes, 
y al dividir, se restan: 


a, а": а" = a", 

Ejemplos. 1) 21-2 = 20 = 1024; 2) 75: 73 = 7 = 49; 
3) (e +a): (z +y = (a H 

b) Al elevar a potencia un producto se puede elevar a esa poten- 








n 


cia cada uno de los factores y multiplicar los resultados obte- 
nidos: 


labe)" = "b"e. 

A veces es conveniente utilizar la última igualdad en sentido 
contrario. Por ejemplo, si hay que calcular la magnitud 
А = 81-25-23, 

obtenemos el resultado más rápidamente, si escribimos A = 
= (8-25-05 = 400% = (410033 = 64.000 000, que elevan- 
do al cubo cada uno de los números 8, 25 y 2 y multiplicando 
después los resultados obtenidos. 

e) Si se eleva a potencia una fracción, se pueden elevar a esta 
potencia el numerador y el denominador de la fracción por 
separado y dividir el primer resultado por el segundo: 


ПИ 


Ejemplos, 1) ($) = 





25. yy (22) 809 
9: 2 (%) = яи 
d) Si se eleva a potencia una potencia, los exponentes se mul- 
tiplican: 
(атут = ат", 
Ejemplos, 4) (13? = z; 
(азыз)» = (а3)$-(5)5 == аы, 
Basándonos en las reglas de operaciones con potencias an- 


tes formuladas se puede elevar a potencia monomios más 
complejos. Por ejemplo, 


р 


a (-55)- 








Para elevar a potencia un monomio hay que elevar a esta 
potencia el coeficiente, y multiplicar los exponentes de cada 
ы de las letras por la potencia a la que se eleva el monomio 
lado. 

Observación. En el ejemplo 2) se utilizó esta regla por 
separado para el numerador y el denominador de la 
fracción. 

4, Cuadrado de un polinomio. El cuadrado de un polinomio 
es igual a la suma de los cuadrados de todos sus términos más 


el doble de los productos de cada término por los siguientes; 
por ejemplo: 

(@ +b +c d)? = at + b? + et Ф + даь + Lac + 
+ 2ad + 2be + 2bd + 2ed. 

De la justeza de la fórmula descripta puede persuadirse con 


la multiplicación simple del polinomio a + b +c +d 
por sí mismo. 


Ejemplos. 
1) Br + 2y* + zy)? = (32°)? + (2492 + (ay)! + 232% x 
X 2y? + 2-32 -zy + 2-2-лу ее 

= 9и + hyt 4 aty? 2 y Gaty + Ayt = 

= Qrt + Ayt + 132? + Gay + hry’; 

2) (a — 2b + 3e — 4d)? = a? + 4b? + 9e? + 168 + 
+ 2a (—2b) + 20-30 + 2a (—4d) + 
+ 2 (—2b) Зе + 2 (—2b) (4d) + 2-30 (4d) = 

= a? + 4b? + 9? + 16d — hab + бас — Bad — 1200 + 
+ 16bd — 24ed. 


$ 35. Potencia de exponente cero y entero negativo 


6 periicion 1. Todo número real «a, distinto de cero, 
a la potencia cero (exponente nulo) es igual a la unidad 
аб = 1 (а 52 0) 
Ejemplos. 4) 2 
3) —50 = —1;4) (—5) = 1. 

© о=тмісох 2. Por potencia de un número real а соп 
exponente entero negativo se sobrentiende la fracción 


cuyo numerador es igual a 1, y el denominador es una poten- 
cia de la misma hase, pero de exponente opuesto: 


=L (+0. 







2) (0—5) = 1 (05 6); 


Observación. Dos números n y —n se donominan opuestos. 


y 1 1 jd 2. 2 1 
Ejemplos, 1) eisg 2) th. 








Inversamente: Toda fracción propia con numerador igual a 1, 
puede escribirse en forma de potencia de exponente 
negativo: 





o 


тз 


7 





Las operaciones con las potencias de exponente nulo y nega- 
tivo so pueden realizar según las mismas reglas por las que 
efectuamos estas operaciones con las potencias de exponentes 
naturales. No vamos a demostrar rigurosamente esta afirma- 
ción, sino que comprobaremos en una serie de ejemplos que 
esto es realmente así. La prueba consiste en realizar cada ope- 
ración dos veces: la primera vez cambiando los símbolos 


a? y a=” por 4 y$, la segunda vez sin esa sustitución, pero 
utilizando Ja regla correspondiente para las potencias de 
exponentes naturales. Si se encuentra que ambos resultados 
son idénticos, con ello se demuestra la posibilidad de exten- 
der la regla respectiva sobre los nuevos elementos a? y a”. 
Producto de potencias (а чё 0) 








ar 
1) аа" = 

пат A 1 (өт) 
2) аа" o, 
arar aam gnm o gtm, 


Como se aprecia de los ejemplos expuestos, en todos los casos 
se corrobora que al multiplicar las potencias de bases iguales 
los exponentes se suman. 

División de potencias 








Con esto se prueba que al dividir las potencias de bases 
iguales los exponentes se restan también cuando estos expo- 
nentes son iguales a cero o a un número entero negativo. 


Elévación a potencia de una potencia 
1) (AP=1"=1, 
a =a =a 





2 7)" (55) "= 
аукат; 


3) (ау 








( ) 
ат тн 
аут а сат", 


Observación. Las potencias de exponentes negativos son 
convenientes puesto que permiten escribir con parsimonia 
magnitudes muy pequeñas. 
Por ejemplo, la masa del electrón m = 9,1085-10-2% g. 
La constante de gravitación y == 6,670-10! m*/g-s*, Con 
tal escritura se aprecia inmediatamente que la masa del 
electrón está determinada con cinco cifras significativas 
exactas, y la constante de gravitación, con cuatro cifras sig- 
nificativas exaotas. 
Para escribir números grandes se utilizan las potencias posi- 
tivas del número 10. 
Por ejemplo: el número de moléculas en 4 cm? en condiciones 
normales es igual a 2,68713 401, 
Si no se utilizan las potencias con exponentes negativos, el 
primer ejemplo se escribiría así 
q 9,4085 91085 91 085 
ут 100 

р 
La escritura del número en forma de producto de sus cifras 
significativas por la potencia 10 se denomina «escritura con 
coma flotante». Esta clase de inscripción se utiliza profusa- 
mente al trabajar en las computadoras electrónicas. 














$ 36. Noción de raíz 


Del curso de aritmética se sabe que la adición y la sustracción 
se denominan operaciones mutuamente inversas basándose en 
que si a un número arbitrario a sumamos al principio el nú- 
mero b y después restamos.el mismo número b, el número e 
no varía: 


@+®- 
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©, cambiando cl orden de las operaciones, 
(L—-0+b 
Do manera semejante, la multiplicación y la división son 
también operaciones mutuamente inversas, puesto que 
(ab): b=a (60), 

(а: 0)-6 
La operación inversa a la potenciación se denomina radica- 
ción; mediante esta operación, si están dados la potencia 
y su exponente, se busca la base de la potencia; por ejemplo, 
si 

1) а2=27 tendremos que a=/27=3; 
—32 tendromos que y=/—32=—2. 

п бе radicación (extracción de raíz) se fija con el 
signo Y (radical); además, sobre este signo se escribe el 


índice de la raíz y sólo en el caso de la raíz cuadrada el 
Índice de raíz 2 no se escribe. 





а. 














0 oerivicion. Eztraer la raíz n-ésima del número a signi- 
fica hallar un número z tal, que después de elevar a la poten- 
cia n obtenemos el mismo número a 

2, si a ma. 

De esta definición se deduce que (/a)" =a, 

1. Regla de los signos. a) La raíz de indice par de un número 

positivo tiene dos valores reales inversos: 

VI = +7, puesto que (+7) = 49; 

V8I =>+3, puesto que (+3)! = 81 

b) La raiz de índice impar tiene el mismo signo que el nimero 

subradical: 

2/64 = 4, puesto que 4% = 04; 

Y —32 = -—2, puesto que (2)? = —32. 

с) La raíz de índice par de un número negativo no es un número 

real; por ejemplo, Y 3 no puede ser ni +3, ni —3, puesto 

que (+:3)* =9. Tales raíces se denominan números imagina- 
rios, sobre los cuales se verá detalladamente más adelante 

(véase el cap. XV). 


02. Raíz aritmética. DEFINICION. El valor no negativo 
de la raíz de Índice par de un número no negativo se denomina 
valor aritmético de la raíz o raíz aritmética. 


т 





Teniendo en cuenta las raíces aritméticas, hay que 
escribir: 





а, 9 а>0, 


Ва паса 


A continuación en este capítulo se estudian solamente las 
raíces aritméticas. 


$ 37. Identidades fundamentales en las que se basan 

las transformaciones de las raíces 

y las operaciones con ellas 
(M0 2"= a (por definición de raiz). 
(11) /2="/0? (propiedad fundamental de la raíz), es de- 
cir, la magnitud de la raíz no varía si su índice y el exponente 
del radicando se multiplica por un mismo número, 
Empero, toda identidad se puede leer tanto de izquierda a 
derecha, como de derecha a izquierda. Al leer la identidad 
(11) de derecha a izquierda ella toma otro carácter: el índice 
de la raíz y el exponente del radicando se pueden dividir por 
su factor común. 


кшыак 4) У$ = 53, 2) 05 = 00795, 3) т®. 
(Ш) аве = уау Бу с. 


AL extraer la raíz de un producto se puede extraer la raíz de 
igual ezponente de cada factor y multiplicar los resultados 
obtenidos 

Ejemplos. 4) V30 = V910 = 9.100 = 3х 
х 10 = 30; 

2) 761-343 = /64-/ 33 = 4-7 = 28. 

Si la identidad (III) se les en sentido inverso (de derecha a 
izquierda), la formulación será distinta: al multiplicar 
raíces (radicales) de índices iguales hay que multiplicar sus en- 
presiones subradicales (radicandos) y eztraer la raíz de igual 
exponente de su producto. 

De este modo, la identidad (III) da la regla de multiplicación 
de radicales de índices iguales. 


Ejemplos. 1) Y2./50 = 100 =10; 2/4/28 = 











Combinando la propiedad fundamental de la raíz (11) con la 
identidad (IT) se puede multiplicar raíces de diferentes ín- 
dices: 


Vayi=/B/3=/2, 
VaV2a=/E/B-/B=/3 


La extracción del factor fuera del signo radical está basada 
en la identidad (111): 


V3=/7.2=2V2, Y 182% ~ da*.2ab =3a Y 2ab, 
YVA=/TI=3/2. 








р 
fracción (cociente), se puede cxtraer la raíz, de igual ezpo- 
nente, del numerador y denominador por separado y dividir el 
primer resultado por el segundo. 

La lectura de la identidad (LV) de derecha a izquierda nos da 
la regla de la división de raíces de índices iguales: al dividir 
las rajces de índices iguales se pueden dividir sus ezpresiones 
subradicales (radicados) y extraer la raíz, del mismo exponente, 
del cociente obtenido. 


myt E es decir, para extraer la raíz de una 





3 





a T yia 

Ejemplos. 4) Vi E 
зт уй _з. 

» V yoa T: 

3 V8: V2=y 2-2; 

ауу 

V) Aey a. i б, 

Esta identidad es una consecuencia de la identidad (III). 


AL elevar a potencia una raíz se puede elevar a esa potencia 
el número subradical sin variar el índice de la raíz. 


Ejemplos. 1) (V2=/2B=/B=4; 
2) VI =/R-/H=/MI=3 3. 
(у) УО атт, 


Al eztraer la raíz de una potencia se puede dividir el exponente 
в 








vz 


del radicando por el índice de la raíz, si esa división se cum- 


ple enteramente, 
Ejemplos. 1) VZ 2) Уту Зу 
3З. 


3) Y SIE = ¡/ SM 
Observación. Al resolver los ejemplos 2) y 3) se utilizaron las 
identidades (111) y (VI) 

(VII) Y /a="9/2, es decir, aLeztraer la rats de una raíz 
se puede extraer la гай de grado igual al producto de los în- 
dices de ls dos rules, permaneciendo el radicando sin varia- 
ción, 

Frecuentemente se hace necesario utilizar la identidad (VII) 
leyéndola de derecha a izquierda; por ejemplo, si se dispone 
solamente de una tabla de raíces cuadradas o de una regla de 
cálculo, es conveniente reemplazar la extracción de raíz de 
cuarto grado por dos extracciones sucesivas de raíz cuadrada: 


Из=ҮЙ? ж үтїї&х 1,19. 

De modo semejante 

à 2 VY 3,4 = Y 1,86 = 1,36. 

. La exactitud de las fórmulas (II) — (VID) se 


Verifica con un mismo ojemplo: ambos miembros de cada igu- 
aldad se elevan a una misma potencia, debido a lo cual se 
obtienen expresiones idénticas. 














$ 38. Extracción de la raíz cuadrada 
con un grado de exactitud prefijado 


En la mayoría de los casos la raíz cuadrada de un número se 
puede extraer sólo aproximadamente, Vamos a demostrar 
como se realiza esta operación. 

Supongamos que se quiere calcular 3 con la exactitud de 
hasta 0,001. Esto significa que se necesita hallar dos fraccio- 
nes decimales, que se diferencian entre sí en 0,001, entre los 
cuadrados de las cuales está comprendido el número 3, es 
decir, el cuadrado de la fracción menor debe ser menor que 
3, y el cuadrado de la fracción mayor debe ser mayor que 3. 
Se sabe que al elevar una fracción decimal al cuadrado el 
número de cifras decimales se duplica, por ejemplo 

(1,5)? = 2,25; (0,012)? = 0,000144. 

Por eso, se puede obtener tres cifras decimales en la raíz 
cuadrada sólo a condición de que el número subradical tenga 
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seis cifras decimales, es decir, esté expresado en millonési- 
mas. En el lugar de las cifras decimales que faltan escribi- 
mos ceros y utilizamos el método ordinario de extracción 
de la raíz cuadrada: 


Y 3,00'00'00 = 1,732. 
4 


27| 200 
7| 189 


343| 1100 
3| 1029 


3462] 7400 
2| 6924 
176 (resto) 





La fracción 1,732 es el valor aproximado de V3 por defecto 
con la exactitud de hasta 0,001, puesto que (1,732)? = 
= 2,999824... La fracción 1,733 es un valor aproximado de 
V3 por exceso con la exactitud de hasta 0,001, puesto que 
(1,733)? = 3,003289... 

Ejemplo. Calcular 0,043818 con una exactitud de 
hasta 0,01. En este caso, en el número subradical conserva- 
mos sólo cuatro cifras decimales, las restantes cifras se eli- 
minan: 





$ 39, Racionalización cuadrada de denominadores 


Cuando hay que calcular aproximadamente la magnitud 
numérica de una fracción, que contiene en el denominador 
un radical, frecuentemente se hace necesario dividir por un 
número de muchas cifras, lo que es incómodo. Sin embargo, 
la fracción dada se puedo transformar de manera que el de- 
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nominador se convierta. envun número racional. Esta tran- 
sformación se denomina «racionalización de denominadores». 
Ejemplo 1. Calcular el valor de la fracción 1//3 con 
tres cifras significativas exactas. 

mente multiplicamos el numerador y el denominador 





De la tabla de raíces cuadradas tomamos el. valor aproxima» 
до де УЗ соп cuatro cifras significativas: 

V3 = 1,732, 

En tal caso, 

МЗ 408 0,577. 


3 





Aquí se divide mentalmente con facilidad, y, lógicamente, 


esto es más sencillo que dividir 1 por 1,732. 





Ejemplo 2. Calcular el valor numérico de la fracción 
Y, con la exactitud do hasta 0,001. 


Multíplicamos el numerador y el denominador por 3 + Y 2; 


Vi(e+ VD) _3V242 7 31414642 _ 622 0 892 

PY „т у т соу к 
El cálculo sin la racionalización previa del denominador 
exige un gran esfuerzo debido a la inevitabilidad de la 
división por números de muchas cifras: 


у, 144 ы. 
чү Ў З-ти — 1,586 ш 














$ 40. Tipo elemental de radical. Semejanza de radicales 


Se admite considerar a un radical de tipo elemental cuando; 
a) la expresión subradical no contiene fracciones; b) los facto- 
res se sacan fuera del signo radical; c) el índice le la raíz 
y el exponente del radicando se reducen a un factor común. 
Los siguientes ejemplos ilustran la reducción de los radicales 
a la forma elemental: 


1) V 3227 У 180208 = а) Уа; 
8 


VEA DE туң 
VE EE 


= И Еш, 











=Ушу-—% (1>:>0. 


@ эєтїсїох. Dos o varios radicales se denominan semejantes, 
si se diferencian sólo por los coeficientes, pero tienen 
idénticas expresiones subradicales e iguales índices del 
radical o no difieren en nada. Serán semejantes, por ejem- 


plo, 3/2 y -V20V2+y y -ЁҮт+у. 


Frecuentemente los radicales aparentan ser no semejantes; 
sin embargo, después de reducirlos a la forma elemental 
so puede descubrir su semejanza, 


Ejemplos. 1) 3/1 y VÍ son semejantes, puesto 


EV Vi VGA VA 


: 
2) V 188 y |/ E son semejantes, puesto que 


PETT геру n 
Vay, VV аул. 


Los radicales semejantes se reducen del mismo modo que los 
monomios racionales semejantes, lo que se aprecia de la si- 
guiente comparación: 


32y +52y—6xy=2xy, 3V2b4+5V2b—6 Y ab=2 Va. 
mi—n24 pa=(m-—n4- p) 2, 

та Ей—пу/ а(+)+ру/ а(ф+е)= 
=(®—п+р}/а(б+). 


$ 41. Adición y sustracción de radicales 


Al sumar o restar radicales se relacionan entro sí con el signo 
más o menos y se reducen a radicales semejantes, si éstos 








que 3/ F=3 
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existen. Por ejemplo, 

2020-5 73) (3 Vi-/8) = 
2/45/83. / P+VB= 
=4/54+10/2-2/5+7/2=34V3411V2. 


$ 42. Multiplicación y división de expresiones 
irracionales más complejas 


En el $ 37 al estudiar las identidades fundamentales so de- 
mostró cómo se multiplican y se dividen los radicales en 
los casos elementales. 

Al multiplicar y dividir polinomios irracionales se utilizan 
las mismas reglas que al multiplicar y dividir polinomios ra- 
cionales. 


Ejemplos. 

1) 6V2-2/3/01V2+5V3)= 
=3/2.7/2-2/3-1V24+3/2.5/3-2/3.5/3= 
=2-2-14/64+15/B—10:3=124+V 8; 


ау) инел И.В 
2 5 BY 





$ 43. Transformación de un radical complejo 
La expresión irracional de la forma 
Vaz Vs, 
donde A y B son números racionales positivos, Æ no es cuadrado 


perfecto, se denomina radical complejo. Esto radical puede ser trans- 
formado en la forma 


Vivi VEB y YES. o 


La justeza de la fórmula (1) se puedo verificar elevando al cuadrado 
ambos miembros, teniendo on cuenta que todas las radicales son 
aritméticas. Efectuemos esto para el caso en que se toman en todas 
partes los signos superiores. El cuadrado del primer miembro 


(Уз = ҮЗ)? =л+ УВ. 





El cuadrado del segundo miembro 


а 
узууун. 

ARVATE AVAE VEE ay AVE 8 
yz МАВ уи. а VB. 


х 
Puede creerse que esta transformación no es conveniente, puesto 
que el segundo miembro de la identidad contiene dos radicales com- 
plejas, y ol primer miembro, sólo uno. No obstante, cuando la expre- 
sión 4% — B ез un cuadrado perfecto, en el seguado miembro de la 
identidad obtenemos la suma o la diferencia de dos radicales simples, 
entonces tiene sentido utilizar la transformación del radical com- 


Jojo. 
jemplos. 


1 Vi Vi=Yy зни y =з. 
VE i-m-w; 


A A E үз. 


$ 44. Potencia de exponente fraccionario 
Definición 1. La potencia de exponente fraceionario positivo, 


es decir, la expresión a” (т y п son números enteros 
positivos), denota una raíz cuyo índice es igual a n, y la 
expresión subradical (radicando), igual a a” 


ASF (>). 


1 2 1 
Ejemplos. 1) 2=V/2, 2) (a+ 0 =) GF; 3) (y= 
= Ф ту. 

Por el contrario, toda radical so puede representar en 
forma de potencia de exponente fraccionario (racional): 


1/3 Gal 

1 
2y E=D=—1A donde 22у; 
= 





Definición 2. La potencia de ezponente fracciónario negativo, 


es decir, la expresión a" (m y n “son números enteros 
positivos), denota la magnitud inversa de la expresión an; 








Las potencias do exponentes fraccionarios se prestan a las 
operaciones de multiplicación, división, potenciación y 
radicación según las mismas reglas que las potencias de 
exponentes enteros, si las bases de las potencias son igua- 
las entro sí. 

Producto: 


an PY 


mon отур 
=a M =a” Y, 





TAS y E 


es decir, los exponentes también se suman al multiplicar 
las potencias de exponentes fraccionarios. 





ке 1 
Е]ешр1о. 8°2.8®=— F= 


ye 
=4.8/8=2/8=4V2. 


liquemos sin sustituir los factores por los 







=/B=/M=4Y 2. 





YPY Y 
mm ne 


р тутта ч a" ө, 


es decir, al dividir las potencias de exponentes fraccionarios 
se restan los exponentes, 

Se deja a los estudiantes verificar que tanto en la potencia- 
ción de una potencia, como en la radicación de una potencia 
se convervan las reglas de operaciones anteriores con poten- 
cias. 
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an 


Ejemplos, 





а (Ур 
1) 3:3 2-32 2 33; 
2 ey tanai 
3 oan aea +6,5) = 
LT (a) a 
Pyete. 





45. Ejemplos de todas las operaciones con radicales 
Ejemplo 1. Simplificar la expresión 

Уг tz =- 
Fa a) y (va 
0<r<t. 


Realizamos las operaciones Sucesivamente, comenzando con 
las expresiones encerradas entre paréntesis: 














y YE иус: a 
у Ир: (yi3* 
үгүт Vizi Va 
“TREVE VEN T 
aVV (Viti + VT) a 
V-V (VF VAV Vio 








2+2 VT- VES 
AE 4 


z 


A continuación simplificamos la expresión encerrada en el 
segundo paréntesis: 


Vi 








3) Multiplicamos los resultados de las operaciones anteri- 
ores: 


VA VI=2-4)= a а 





Ejomplo 2. Simplificar y calcular la expresión 
4 

нафа ү 

а) 


1 1 
алу Тад Т 
AE шщ, 


бана) 00-а) 2 
(020; п> т> 0). 


Calculamos al principio las dos expresiones 

: i 
А=(ё+а) © у В=(й—ш)у *. 
Tenemos que 


E ро" 
orga а 


“(тл)” 
Análogamente hallamos B: 











B= {[ ( (Ez "- «ү? ы [este]? 


[e (= zam yt mp Ie 


== 
mn) т 





+ 
Aquí al calcular la expresión [m*4+n*—2mn] 2 hay que 
tener en cuenta que m*+n*—2mn=(m—n)! =(n—m)'. 
Pero, Vid +Eni—2mn=V(m—n"= + (m—n), y puesto 
que n>m, el valor aritmético del radical 


Vm- n =n—m. 


Después de calcular las magnitudes auxiliares А у B, 
tendremos: 


Уза 1 Ут Vins 
ааа аат) 











(== 
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A Ejercicios 


1. Calcular 
192, (94 4, (9% 
2) 13.29 — 9.29 4-19-09 4 2 5 (0 (. 
3) 2 4(—aP, (20), (207%, (ad; (atra 
A (BA (Y (A 
2. Simplificar la expresión 
за 4 208 — de (4 3 (a Se 2, 
3. Renlizar las operaciones indicadas: (3:4)%(2-3-4)%; 
(24) (— 4292); (—0)4(29)9, (—23P(— 39]: 

а 


(e 

4. Calcular: 4) G): зу (15у % (т) а En. 5) (ey 

e a САГ СЫ)" (97:9 ба 
etar ан 


2—0 2+у 
5. Calcuer 1) (209, 9) (3: (o) (tr 5) Ср, 
) 


© (ар sali Ej (amen; (E) 


atb 4 үзс—4 
6. Simplificar la сона y (i w (ке) 
7. Llevar el factor racional bajo el signo radical: 


13V395V03, 34/05 49 / 2; 5 = Y OE 
vinos WE, Vik а "ү, 
вм ус; в? / тз з шю ү ш $: 
2 adi, fat, э. Ja 

Dedy ар: 19) 22 И 29:90 005 19) = F 
8, Sin extraer la raíz detorminar¿ cuál de los números es mayor: 


4) 2 V3 6 3 VÈ 2) 5V3 6 3 VT 


9. Transformar las siguientes = en la forma elemental: 


zi Vi ES Vi зуу: 
е e Y Дн: 


з 
ш) уйт» 9 у: y кои! 


3/7 кту 
Vito] SA 
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10. Utilizando el valor aproximado de Уб ғ 2,449, calcular: 


Via hay 


14. Reducir a la forma elemental y rovelar la semejanza: 

ө уйу уз уйу уз үт, үз узу о 

2 3 [E дав, 1/1 

т ҮЗ» y Vaya Y VE V g À 
т ут 3 

Viir y ior п ути оу yE; g 


и, © 1 
aze V ETE 


12. Sumar y restar las siguientes raices: 
1) 38842 44-32 V32--V30; 
2) VE-2 VH9-3/B42 V843 V10; 
3) (Уг®— 2а ү) + (4а ү%— 2 }/'а$); 
yayo a y ai ab Y ab, 

154 Т. 
5) з q VI-0:1VB+2 з 
o VERH- Үт оар 1; 
E 1+: ' 
зу ph ута уат Tb E 
13, Reducir a común índice las siguientes raíces: 


1 Viy Y22 V5 Vi y V3 3) Va, V3 y Vi 


14, Multiplicar y dividir los siguientes ejemplos: Š 
1) 2.72; 2 Ya Уаз; з У.У; а У.У. 

э Уку ө VB: V n Шу зз: вз УЗ, 
15. Realizar las operaciones indicadas con las raíces: 
ууу а уу з уук a V32 yi 

3 VAVA 9 VE: V; 1 2 VT:g VES: 8 Vi: VB; 
9 48 VB y F 10 (V2 VZ+ VRV; 


41) (VD- VE +3 V15) :2 V5; 1% (4 V8-2 V8): V3; 
19) (Y3-VDAV3+V2) 44) (0 Vo+m VE): 


























за 


45 Va} Vi- Va~ Vè. VA; 16) (2 Vy +2 VY +y V3): Viv: 
an (a Z2 VE to / E) VE; 18 (6-2 V9.045 V9; 
19 B V245 V3 (8 V5—3 V3); 2) VT VAV 1- VA; 
2) V54 Ve- V5-2 V5; 2) VP+ VP -iV P-V] 
2 VIVAR Y 2 VA. 

46, Elevar a potencia las siguientes expresiones: 

D eVI: (Dia a Уза)" 

5) (as YI 7 (Va+ VO); 8) (0—o-Va 9) (y3-V 2% ы 
0) (Ие ИСА 10) (a+ VER, 12) (У) E 


(y үзү, 19) (Va=3-Vz=3) 

15) (a Va—b VE) 10) (VIp+ V30P; 17) (V22+V30": 

19 Vir VI Vit VD 1 (YAA 

ж) (у/ зу". 

17. Simplificar los radicales: V Y18, Уй, VY 18; V Yan. 
уу уу, угуту. 


18, Racionalizar los denominadores: 

















CACA E 
Eo A де wi ys 
$ 1 
+8) е =: 49) а: 
yE туг эу an 
4 
W Y, 9-53. 4V5 
12) 213) va" 14) qa зз? ® уну! 


10) уз 7) Y3, g 
215-312 Уу Уз! ғу" 
т 


19 р 
A 
49, Simplificar la expresión ыы уз зин. узі. 


1+ м 
20, En la expresión 172 тр Jep Mre pe 


y simplificar, 
e 

















ai i són AVE „ 
a. forma simple adquiero la expresión LEE | si se 
¿ Qué forma simple adq presión a &Ы 


sustituye 


[y 2] 0<o<or 


22, Calcular el valor de y para z=: si 


ЖЕТ! 
Vatz+Va—z 
TE 






23. Simplificar la expresión 


0424 VEA, n42- VA 


аъ унаа ун 





24, Calcular el valor de y para =: 


z 


тетү 


25. Simplificar las expresiones: 





z 





ye o Myaza а? + 
TiVaar 











39) 24+VA=1 T( 77) уят 





куйі 
Ен ен , 
"ү 
а ОЕ e VE ya». 


+ 
aVa+b V5 ab 

26. Escribit los siguientes radicales en forma de potencias de expo- 
nentes fraccionarios: 


0 У5 27, 3) у, 4 Vito 5 VEFA, 6) Ут—Уу; 


ИЕ лы: 9) 1, и 4 3 
A O p Шр ы 








зь А 
Mia? Y 


9 
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2]. Calcular, sustituyendo las potencias fraccionarias por los cor- 
respondientes radicales: 
1 


9, ad зб гбг soa A a sas ne yt 
8) ыў, 9 2—0 3, . 40) (—27) з, аю (24 1} +32 5 


з И ж 
42) (1925 +(0,0997%, 43) (5) +(5) оз) 
28, Realizar las operaciones indicadas: 


n haha (daat) y (40) (0), 0 (80) 
С 1 1 
з (0) о (аьан) (н) ДЕ а) 


lá 
в) (авай), s[i б: cia], 


YA 
10) „Зуд Gyi- pya Vide 










1 
з 
< туе): 





T 
+) Yes 
ә ava Aa 


1 





blade [- рың 
(+2) Заг 


para а= 17 (00). 


31, Simplificar las siguientes expresiones: 


ii б 

Spas т 

Gs Esas ГӨЗ yz 
ТЕТЫ 








2 2 
o (20) (a e b); 


1 
A Me Vat У) (ИУ + VEI (2>0 y>0. 


3) (a 


CAPITULO М! 


CONOCIMIENTOS FUNDAMENTALES SOBRE 
FUNCIONES. 

TRINOMIO CUADRADO Y SU REPRESENTACION 
GRAFICA 


$ 46. Introducción 


Los conocimientos elementales sobre las funciones y sus 
gráficas ya fueron adquiridos en la escuela media, Por eso, 
en los primeros párrafos de este capítulo examinaremos so- 
lamento, en forma concisa, las nociones fundamentales y las 
definiciones. El nuevo material se expone detalladamente 
y se ilustra con una gran cantidad de ejemplos. 


$ 47. Nociones fundamentales y definiciones 


0 berisición t. Una magnitud se denomina constante 

si en las condiciones de estudio dado (observación, experi- 
mento, etc.) conserva el mismo valor. 
Ejemplos de magnitudes constantes: 1) la relación de la lon- 
gitud de la circunferencia a su diámetro; 2) la acelaración 
de la gravedad g en un punto dado de la superficie terrestre; 
3) la suma de los ángulos interiores de un triángulo. 


0 oerisición 2. Una magnitud зе denomina variable 
si en estudio o proceso dado ella adquiere distintos 
valores, 

Ejemplos de magnitudes variables: 1) la distancia que separa 
a un paracaidista de la superficie de la Tierra después de 
haberse lanzado del avión; 2) el ángulo visual bajo el cual se 
ve un objeto que se aleja del observador (avión, figura huma- 
na, tanque, etc.); 3) la velocidad de salida de un líquido del 
recipiente a través del orificio a presión variable (altura de 
caída); 4) la temperatura del aire en el transcurso de un día. 
En ciertas condiciones una misma magnitud puede resultar 
constante y en otras, variable. Por ejemplo, la aceleración 
de la gravedad g será una magnitud variable si se mide en 
distintas latitudes de la superficie terrestre: en el polo g 
es mayor que en el ecuador (para Moscú g = 9,81 m/s”). 
Las magnitudes constantes se admiten en indicar con las 





primeras letras de alfabeto latino: a, b,c, . . ., lasmagnitu- 
des variables, por z, y, z, u, v: 

En matemáticas se apartan del sentido físico de las magnitu- 
des variables que intervienen en uno ù otto proceso, y se 
interesan sólo de la correlación entre los valores numéricos 
de las magnitudes variables. Esto conduce a una de las más 
importantes nociones de matemáticas, a la noción de 
función. 


© berinicion s. La magnitud y se denomina función de Ja 
variable z, si a cada valor de z del conjunto numérico dado 
corresponde, según cierta ley, un valor completamente de- 
terminado de y. La variable z se denomina argumento o vari- 
able independiente, la magnitud y, variable dependiente o fun- 
ción. Se dice que las variables т o y están relacionadas entre 
si por una dependencia funcional, y se escribe y 
(ay es igual a una función f de z »). Por la notación y 
se sobrentiende la regla por la cual a cada valor considerado 
de z corresponde un valor determinado de y; por ejemplo, 


siy= 





> para ballar y hay que: 

1) elevar al cuadrado el argumento z, 

2) sumar la unidad al cuadrado del argumento, 

3) dividir z por la suma 1 + 2°. 

Volviendo a los ejemplos considerados se puede decir 
que 1) la distancia que separa al paracaidista de la superfi- 
cio de la Tierra es una función del tiemp 
2) el ángulo bajo ol cual se ve el objetivo desde un punto 
dado, es función de la distancia hasta el objetivo; 

3) la velocidad de salida del líquido del recipiente es función 
de la altura del nivel del líquido sobre el orificio, a través 
del cual se vuelca el líquido. 


Observación, Existen funciones dependientes de dos, tres 
y más magnitudes variables, 

Ejemplos. 1. La intensidad de la corriente 7 depende 
de la tensión Æ y de la resistencia R: I = 5 


2, El yolumen de un paralelepípedo rectangular es función de 
tres de sus medidas a, b y с: р = абс. 
En adelante estudiaremos las funciones de un solo argumento. 








$ 48. Métodos de planteo de las funciones 


La correspondencia entro los valores de las variables z e y 
puede ser dada por distintos métodos. 
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1. Método tabular. La función puede ser dada mediante una 
tabla, Este método de dar las funciones consiste- en que los 
valores numéricos se disponen en línea (oen columna) y ante 
cada valor del argumento se colocan los correspondientes va- 
lores de la función: 


z а |а |... 


| 


Yao 




















y [uy o [Y 

















Por este principio se han construido las tablas ya conocidas 
de los cuadrados, cubos, raíz cuadrada, raíz cúbica, ete. 
De ordinario se forman las tablas para varias funciones; por 
ejemplo, en todas las guías técnicas se puede encontrar la 
siguiento tabla en Ja que el argumento está designado con la 
letra n en lugar de la notación ordinaria z. 


1 
al 
E 


Hemos mostrado sólo el comienzo de la tabla. Aquí se han 
tabulado 9 funciones distintas. En la primera columna están 
dispuestos los valores del argumento con iguales intervalos, 
es decir, a una unidad, para las nueve funciones. Considera- 
mos que el empleo de esta tabla no presenta ninguna dificul- 
tad. Aunque la tabla está compuesta sólo para valores enteros 
del argumento n en los límites de 1 a 100 no obstante, pre- 
senta una gran ventaja: inmediatamente, sin cálculo alguno, 
hallamos el valor de cualesquiera de las nueve funciones. 
Por ejemplo, para n =3 obtendremos /10n =/30= 
= 3,107. Cabe decir que debido al estudio experimental 
de un fenómeno o proceso cualquiera (prueba de aviones, 
motores, rendimiento de semillas, etc.) siempre sé establece 
la dependencia funcional entre variables en forma de 
tabla 
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2. Método analítico. Se dice que una función está dada ana- 
líticamente, si se da la fórmula que indica qué operaciones y 
en qué orden hay que realizar con los valores del argumento z 
y ciertos datos numéricos, para obtener los correspondientes 
valores de la función. 


Ejemplos, 4. Siy=]/ zp, para el valor dado de 
z=5 la función y es igual al valor aritmético de la raíz 
cuadrada del cociente: / y =Y/ 5 а 0,487. 
2.Siy=wW +52 z +4, para z= 2 hallamos ol co- 
rrespondiente valor de la función, que designamos del si- 
guiente modo: 

йз = y (2) = 2 + 5:222 + 4 = 30. 

En general la notación simbólica f (a) o y (a) denota el valor 
de la función f (z) que ella adquiera para un argumento igual 
al número a. De otro modo, se puede decir que f (a) es un 
valor particular de la función correspondiente al valor del 
argumento £ = a. 

En ciertos casos la función no se da con una fórmula, sino 
con varias, para los distintos intervalos de variación del 
argumento. 








220—1, зі 0 <2<3, 
—+8, 51 9<т<5. 
El planteo de la función mediante una fórmula tiene la ven- 
taja de que por la fórmula los valores de la función pueden ser 
calculados, rápidamente, para cada valor admisible de z con 
la exactitud necesaria, si se utilizan los medios de la técnica 
de cálculo moderna. 
El inconveniente del método analítico es que por la fórmula 
no se puede juzgar sobre carácter de variación de la función. 
A pesar de esta desventaja el método analítico predomina 
en las matemáticas, a él está adaptado el aparato matemá- 
tico de estudio de la función. 
3. Método gráfico. La dependencia entre el argumento х 
y la función y se puede representar en forma de cierta línea 
(generalizando, por una curva); la abscisa de cualquier punto 
de esta curva representa cierto valor del argumento z; la 
ordenada, el correspondiente valor de la función y. 


Ejemplo. | 


DEFINICION. Se denomina gráfica de la función у = f (2) 
el conjunto de todos los puntos del plano cuyas coordenadas 
satisfacen la igualdad y = f (2). 
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Fig. 18. 


Para trazar la gráfica o curva de la función, dada por la 
fórmula, corrientemente se procede del siguiente modo: 
1) Se forma la tabla de los valores del argumento z y los 
correspondientes valores de la función y. 

2) Se elige el sistema de coordenadas z0y y la unidad de 
escala de cada uno de los ejes (no es indefectible que sea la 
misma para ambos ejes). 

3) Cada par de valores de e y, puestas en la tabla, se toma 
como coordenadas del punto y se trazan estos puntos. 
4) Los puntos trazados se unen a mano o mediante una plan- 
tilla de dibujo. 

Es evidente que cuanto más puntos se hayan trazado, tanto 
más exacta es la gráfica (curva) de la función. 

El método gráfico de dar la función es cómodo pues muestra 
claramente el modo de variación de la función; en qué inter- 
valos de variación del argumento la función crece y en cuáles 
decrece, cuando la función tiende a cero. 

La representación gráfica de la dependencia funcional se 
utiliza profusamente en la ciencia y la técnica moderna, 
donde los gráficos son producidos por los autorregistradores 
Veamos algunos ejemplos: 

1) En medicina el trabajo del corazón se juzga por el cardio- 
grama, producido por el cardiógrajo. 

2) El 'sismógrafo reproduce las oscilaciones de la corteza 
terrestre; gracias a él se puede determinar el lugar del terre- 
moto y su intensidad. 

3) El vibrómetro registra las oscilaciones de diferentes con- 
strueciones, por ejemplo, puentes, buques, ёс. 

Ejemplos semejantes se pueden citar de los más variados 
campos de la ciencia. 


El método gráfico de representación de la función presenta 
inconvenientes comi 
4) la precisión relativamente pequeña con la que se puede 
leer los valores del argumento y de la función según la grá- 
fica; 

2) la limitación del intervalo en el que puede ser construida 
la curva. 





Ejemplo. Trazar la curva de la función y = 0,523 — 
en ol segmento (3, 3]. 
Formemos la tabla de valores 
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Por los 14 puntos obtenidos trazamos una curva suave deno- 
minada parábola cúbica (fig. 18). 


$ 49, Región de definición de la función 


Se denomina región de definición de una función el conjunto 
de puntos del eje numérico, en los que la función tiene valores 
reales completamente definidos. Aclaremos lo dicho con una 
serie de ejemplos. 


Ejemplo 1. Hallar la región de definición de la función 
y = 1 — a2, Para cualquier valor real de z la función y ad- 
quiere también valores reales; por eso, su región de definición 
es todo el eje numérico (de abscisas), o el intervalo — оо << 
<< +. 





Ejemplo 2. y= 





La función dada está definida para valores del argumento 
z + +1; su región de definición se sompone de tres inter- 
valos: 


(o, 1), 4, 1) y (1, +оо). 
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Ejemplo 3.y=VI-2:+VY773. 
La región de definición de la función dada puede ser hallada 
con la resolución del sistema de desigualdades: 

92270, 

21-350. 
La región buscada se expresa del siguiente modo: 3 Å £ < 
<45. 
Ejemplo 4. f() =y =z + Vi. 
Los radicandos no deben ser negativos, es decir, 
| -2>0, 
| =>0. 
Esto sistema de desigualdades se satisface con el único valor 
dez = 0. De este modo, la función dada está definida sólo en 
un punto z = 0, además f (0) = 0. 
Cuando la función expresa una dependencia entre variables 
en condiciones concretas de cierta investigación, se puede 
considerar que la región de definición de la función y la re- 
gión de los valores admisibles del argumento no es lo 
mismo. 
Así, por ejemplo, para la caída libre de un cuerpo (sin consi- 
derar la resistencia del aire), el camino recorrido $ en fun- 
ч 

ción del tiempo ¢ se expresa por la función $ =£" , la que 
está definida (según el sentido de Ia variable £) para £ > 0. 
Si nos abstraemos de la naturaleza física de las variables £ 
y 5, en tal caso la función de tipo 5 =£ está definida en 


todo el eje numérico (1). 
$ 50. Algunas propiedades de las funciones utilizadas 

al construir las gráficas 

La construcción gráfica de la función se simplifica зі por la 

ecuación y =f (=) se pueden descubrir algunas propiedades 





O berinicioN 1. La función у (х) se denomina par si 
el cambio de signo del argumento no modifica el valor de la 
función, es decir, ў (з) = 7 (2). 

La gráfica de la función par es una curva simétrica con res- 
pecto al ejo de ordenadas (fig. 19). 
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Fig. 24 
2 


Ejemplos de funciones pares. 1) y =3 — 2%; 2) / (2) = 
=z — 4a +1; 3) y = VITA. 

6 perivicion 2, La función f(x) se denomina impar, 
si el cambio de signo del argumento modifica solamente 
el signo de la misma función sin variar su magnitud absoluta, 
es decir, 


Ha) = —f (2). 


La gráfica de la función impar es simétrica con respecto al 
origen de coordenadas (fig. 20). 


Ejemplos de funciones impares. 1) y = 3z; 2) y=Ż ; 


3) y (1) = 4-29 52. 
De acuerdo a la definición, la función impar (ejemplo 3) se 
verifica del siguiente modo: 
1 4 
1 ()= (5 (2)= — (7 252) =—y la). 


Sin embargo, existen funciones, como, por ejemplo, y = 
= 2r + 1 ó y = q? — z + 3, que no son ni pares, ni impa- 
тез. 





Ф DErINICION 3. Una función se llama creciente en un inter- 
valo dado si al valor mayor del argumento de este inter- 
valo le corresponde el valor mayor de la función, 
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La gráfica de una función creciente es una curva ascendiente, 
si se desplaza por el eje Oz en sentido positivo (fig. 21, iz- 
quierda). 


O perixición 4. Una función se denomina decreciente en un 
intervalo si al valor mayor del argumento de este intervalo 
le corresponde el valor menor de la función. 

La gráfica de la función decreciente es una curva descendien- 
te, si se mira de izquierda a derecha (fig. 24, derecha). 


Ejemplo 4. Demostrar que la función y = kz + b 
para k > 0 crece, y para k < 0 decrece. 

Supongamos que z; y £ son dos valores del argumento, ade- 
más 22 > тү. Нау че cerciorarse de que ya > y, para k > 0 
e ya < Y para k < 0. 

Al valor del argumento x, le corresponde el valor de la fun- 
ción 


и = +. 
Al valor del argumento za le corresponde 
Ya = kta + b. 


Restando Ja primera igualdad de la segunda, hallamos: 
Ye — 11 = k (z3 — 1). 


Cuando k > 0 el segundo miembro de la igualdad es positi- 
vo, como producto de dos números positivos, por lo que tam- 
bién el primer miembro es positivo, es decir, ya — y: > 0, o 
уг >> уһ y esto precisamente denota que la función 
y crece. 

Si k < 0 tendremos que: k (22 — 1) < 0, es decir, ya — 
— y <0, Ó ya < yy; por lo tanto, la función y = ke + b 
decrece. 


$ 51. Función lineal y su representación gráfica 


O parivición. La función de tipo y=kx-+b se deno- 
mina lineal. En una serio de ejemplos de física, mecánica 
y otras ciencias se puede indicar donde las dependencias 
entro variables se expresan por funciones lineales. Veamos 
algunos ejomplos. 1) Por acción de la carga variable z la 
longitud de una barra que trabaja a la tracción varía en los 
límites de la deformación elástica conforme a la ley 


l= h + ks, 
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donde 1, es la longitud inicial (sin carga); Е, el alargamiento 
por unidad de carga. 

2) Si calentamos una masa de gas dada vo, tomada a la tempe- 
ratura де 0° С, а la presión constante p el volumen de gas v 
aumentará al elevarse la temperatura £ por la ley 


= vo + nat = vo (1 + at), 
donde œ es el coeficiente de dilatación cúbica de di- 
cho gas. 


3) El camino recorrido por un cuerpo con movimiento recti- 
líneo uniforme, varía según la ley 


S= vtt So 


donde vo es una constante de la velocidad de movimiento, 
So es el camino inicial. 

Formomos la tabla de valores de la función lineal para los 
valores dados de z, Ta, Zs, 
mula y = kz + b: 


del argumento por la fór- 








Representemos cada par de números (Zy; yı), (tz; y2), 
(ш; уз), ... еп forma de punto en el plano. Obtendremos una 
serie de puntos: My, Ma, Ms, . 

Si trazamos una recta por cualesquiera de los dos puntos 
obtenidos, resulta que esta recta pasa también por los res- 
tantes puntos construidos. Sin embargo, no tenemos la cer- 
tidumbre de que todo nuevo punto, que aún no se ha construi- 
do, pero que puede ser trazado si se continúa la tabla, se en- 
cuentre sobre esta recta. Esto aún lo tendremos que demos- 
trar. 


Teorema. Todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen la 
ecuación y = kz + b, se encuentran sobre una recta, 
Tomemos dos puntos Mo y Mi, cuyas coordenadas satisfacen 
la ecuación y = kz + 0. Demostremos que un tercer punto 
cualquiera Mz también se encuentra sobre la recta que pasa 
por los puntos Ms y M+, sì las coordenadas del punto Mz 
satisfacen la ecuación y = kt + b. 
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de los 





MM pemosTrAcioN, Supongamos que las coordenad: 





puntos Ma (0; b) y Mi (z1; ys) satisfacen la ecuación dada 
y = kz + b. En tal caso tendremos dos identidades: 

b=k0 +b, (0 
Vi = kt, + b. (2) 


Restamos miembro a miembro de la igualdad (2) la igualdad 
(1). Para 2; 5 0 obtendremos y, — b = kx, de donde 
иь 

кеды @) 
Trazamos la recta por los puntos М, y M, (fig. 22). Demo- 
stremos que el punto M, está en la recta MaMy. 

Según la condición tenemos y; = kz +b y además b = 
= k-0 + b, de donde y, — b = kzz, es decir, 

й=®., 

La ө 
Comparando las igualdades (3) y (4), obtendremos 

b 








и—%_ и: 
ЕЛ a 


(5) 


La igualdad (5) denota que las relaciones de Ios catetos seme- 
jantes de los triángulos rectángulos M¿C,M, y M/C¿M- som 
iguales (fig. 22), por lo cual los triángulos son semejantes. 
De la semejanza se deduce que el ángulo M,M)C, es igual al 
ángulo M¿M4C;, y por eso los lados MoM, y MoM, se con- 
funden, o, dicho de otro modo, los tres puntos Mo, M, y Ma 
se encuentran sobre una recta. 

Ahora queda por demostrar que cualquier punto Ms, cuyas 
coordenadas no satisfacen la ecuación y = ks + b no se 
encuentran sobre la rectå MoM. Proponemos la demostra- 
ción de esto último al lector. 

Cabe señalar que la constante k se denomina coeficiente angu- 
lar de la recta (pendiente) y caracteriza la velocidad de un 
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Fig. 23. 








proceso uniforme que está representado por una función 
lineal; la magnitud b, obtenida como valor de la función 
para z = 0, denota el segmento que se corta en el eje de orde- 
nadas *). 

Conforme a lo expresado en el $ 50, cuando k > 0 la función 
lineal crece monótonamente, cuando k < 0, decrece monóto- 
namente. Para construir la gráfica es suficiente calcular las 
coordenadas de dos puntos. Determínese por la fig. 23 como 
influye la magnitud del coeficiente angular k sobre la posi- 
ción de la recta con respecto al eje de abscisas. 


$ 52. Trinomio cuadrado. Introducción 


En los distintos campos de la ciencia y la técnica se trata con 
magnitudes variables relacionadas entre sí por una dependen» 
cia funcional de la forma у = az? + bz + c. 





Ejemplos 4. El camino recorrido por un cuerpo con 
un movimiento rectilíneo uniformemente acelerado o unifor- 
memente retardado se expresa por la fórmula 


5= 1+5, 


donde £ es el tiempo; S, es el camino recorrido; So, el 
camino inicial; vy la velocidad inicial; a, la aceleración. 
2. La dependencia entre el diámetro del círculo d y su super: 
ficie F se expresa por la fórmula 











Р=5Ё. 
3, La resistencia ejercida por el medio, por ejemplo, por el 





*) Corrientemente b so llama ordenada en el origen. (Nota del 7.) 
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aire, al movimiento de un cuerpo es proporcional al cuadra- 
do de la velocidad: f = kv”. Esta correlación se produce, por 
ejemplo, durante el movimiento de un avión en el aire. En 
los ejemplos 2) y 3) tenemos un caso particular de la depen- 
dencia funcional y =az* +b2+c, cuando b=c=0 


рввмісом, Га función de la forma y=axi+bz+ 
+ e se llama función de segundo grado o trinomio cuadrado. 
Los tres ejemplos antes expuestos de dependencias funciona- 
les han sido ejemplos de funciones de segundo grado *). 
El estudio de las propiedades del trinomio cuadrado lo co- 
menzamos con casos particulares y la construcción de las 
correspondientes curvas. 


$ 53. Representación gráfica de la función y = ax? 


Por la ecuación se encuentran fácilmente las siguientes pro- 
piedades: 
1) La función está definida para cualquier valor real de z. 


2) La función az? es par, puesto que y (—2) =a (—a)? = 


= az*, Por lo tanto, la curva es simétrica con respecto al 


eje de ordenadas. 


3) La función se anula si z = 0, es decir, la curva pasa por 
el origen de coordenadas. 


4) Para a >0 la función crece en el semieje positivo y de- 


crece en el semieje negativo. 

En efecto, supongamos que z, y z son dos valores positivos 
del argumonto (7, > д1), en tal caso yz > yı ya que la di- 
ferencia a (12 — zi) > 0, como producto de dos números 
positivos. 

En el semieje negativo a un número negativo mayor 
corresponde un cuadrado menor de este número. (Por 
ejemplo, — 2 > —3, pero (—2)* < (—3).) Por lo tanto, 
а (2 — 2) < 0 para a>0. 

Basándonos en los resultados del análisis, se puede construir 
la gráfica de la función. 


DEFINICION. La gráfica de la función y= az? se llama 
parábola. En Ja fig. 24 se muestran tres parábolas distintas: 


у=, 2) y=, 3) y=p 


Aclaremos qué función cumple la magnitud numérica del 
coeficiente a para 22. Para ello igualemos las ordenadas de 


*) So conocen también como trinomios de segundo grado (Mota del T.) 
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Fig. 24. Fig. 25. 


dos parábolas y = 2% y y = 22”, correspondientes a una mis- 
ma abscisa, igual a zo, es decir, las magnitudes y, = 


Ya = 228. Obtenemos que 2 =2 ó ya = 2. 


De este modo, todas las ordenadas de la parábola y =22* son 
dos veces mayores que las ordenadas de la parábola y = 2°, 
tomadas para iguales abscisas; esto permite construir fácil- 
mente la gráfica de y = 22* conforme a la gráfica obtenida 
de y = a? Para ello, todas las ordenadas de los puntos de 
la parábola y = z? hay que extenderlas en el sentido positi- 
vo del eje Oy, aumentándolas al doble. Análogamente, la 
gráfica de y = -у 2? se puede obtener de la gráfica do y = 
= z? reduciendo todas las ordenadas dos veces, lo que está 
representado en la fig. 24. Para obtener la gráfica de la fun- 
ción y = — az?, teniendo la gráfica de la función y = az?, 
se representa esta última simétricamente con respecto al eje 
Oz, puesto que para iguales valores de z las ordenadas de y, = 
= ax? e y, = — ax? se diferencian sólo por los signos. 

En la fig. 25 se muestran las parábolas y = — 2%, = —22?, 





1 н z 
y = — 4 7 como imágenes especulares, con respecto al eje 


Oz, de las parábolas: у = 22, y = 2%, y = $ 2°. 


Ejemplo. Hallar V10 utilizando la gráfica de y = 2°. 
Trazamos por el eje Oy bacia arriba del origen de ordenadas 
el segmento OB, igual a 10 unidades de la escala, y por el 
punto B trazamos una recta paralela al eje Ox. Supongamos 
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gu rra 


Fig. 26. Fig. 27 








que M es un punto de intersección de esta recta con la pará- 
bola en el primer cuadrante. La abscisa de este punto nos 


da precisamente el valor aproximado de /10. 


54. Representación gráfica de la función y = ax* +n 
р gr 1 


Si transportamos la parábola y = az? paralelamente a sí mís- 
ma en n unidades hacia arriba en dirección positiva del eje 
Oy (para n > 0), la nueva ecuación de la curva será y = 
= az? + n, ya que por esta traslación todas las ordenadas 
aumentaron en una misma magnitud, y las abscisas quedaron 
como antes. Cuando n < 0 se traslada paralelamente en 
dirección negativa del eje Oy, en otras palabras, la curva se 
hace descender n unidades. En la fig. 26 se muestran las 
transformaciones correspondientes para n =3 y n = —2. 


$ 55. Representación gráfica de la función y = (x — m}? 


Desplazamos la parábola y = 2? a lo largo del eje Oz, en 
dirección positiva, a una magnitud igual a dos unidades de 
escala (fig. 27). En tal caso el punto M so traslada al punto 
My; el punto N, al punto N, y lo mismo ocurrirá con cual- 
quier otro punto de la gráfica, Con esta transformación las 
abscisas de los puntos M, y N, aumentan dos unidades en 
comparación con las abscisas de los puntos M y N, y las 
ordenadas permanecen invariables. De aquí se deduce que la 
ecuación de la parábola en la nueva posición con respecto al 
sistema de coordenadas debe ser y ~ (z — 2)% De manera 
semejante, al desplazarse la parábola a tres unidades de 
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yaa 


pinza 


Fig. 28, 





escala en dirección negativa del eje Oz, la nueva ecuación 
de la parábola será y = (2 + 3)?, puesto que con tal movi- 
miento la abscisa de cada punto disminuyó tres unidades, 
en tanto que las ordenadas no variaron. Está claro que 
tenemos la siguiente condición general. La gráfica de la fun- 
ción y = (z — m)? puede ser obtenida con un desplaza- 
miento de Ìa parábolā y=2z° a |m | unidades de escala a de- 
recha a lo largo del eje Oz, si m > 0, y a izquierda, sim < 0. 


Observación. La gráfica de la función y = a (z — m)? puede 
ser obtenida de un modo análogo de la gráfica de la función 
y = ar. 


$ 56, Representación gráfica de la función y = (x—m} +n 


El paso de la parábola y = 3° a la gráfica de la función y = 
= (z — m)? + n se puede realizar en dos etapas: 

1) desplazando la parábola y = z? a la magnitud m a lo largo 
del eje Oz, por lo que obtenemos la gráfica de la función 


y = (z — m}; 


2) trasladando la curva y = (z 
misma, a la magnitud n (es d 
n > 0, y hacia abajo, si n < 0). 
En la fig. 28se muestra el trazado de la curva y= (2 4 29 


m)?, paralelamente a sí 
єп |л]-һасїа arriba, si 





1) Desplazamos la parábola y = 2? a dos unidades a lo largo 
del eje Oz en dirección negativa; obtenemos la gráfica de la 
función . 


y = (z + 2}. 
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2) Trasladamos paralelamente a tres unidades hacia abajo la 
parábola y = (2 + 2)%, lo que nos conduce a la gráfica de la 
función inicial 

2 +29 3. 


En general, la gráfica de la función y = (z — m)? + n es 
una parábola, cuyo eje de simetría (denominado también 
eje de la parábola) es paralelo al eje de ordenadas, y el vértice 
se encuentra en el punto C (m; n). 





$ 57. Representación gráfica de la función y = ax" +0x+e 


Demostremos que el trinomio cuadrado siempre puede trans- 
formarse en la forma y = а(х — m)? + n. 
Tenemos que: 


ачыса (+5265) = 
РЕ" [+20 5+ l-le) +i] 

s[i 5] (е) A 
hac—i2 
finalmente la forma y = a (z E mtha 


Esta transformación permite construir inmediatamente le 
gráfica de la función según la gráfica de y = az? obtenida. 








Si designamos — ¿2 por m; por n, el trinomio toma 


Ejemplo y=*+41 

Transtormemos el segundo miembro: 

A A l O 
y = (2 + 2) — 3 (véase la fig. 28). 





$ 58. Resumen general sobre el trinomio cuadrado 


Hemos estudiado el trinomio cuadrado (función de segundo 
grado) y = аз + bx + e, comenzando de los casos particu- 
ares: 

1) y = azè (b = c = 0, a + 0); 

2) y = az? + c (b = 0, a% 0, c #0); 

3) y = az? + bz (c = 0, a 0, b # 0); 

y, por último, su forma entera 

4) y = ax? + bz + c, cuando a, b, y e son distintos de cero. 
En los cuatro casos considerados las gráficas de las 
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Fig. 29, 





funciones representan una misma curva, la parábola, 
pero dispuesta de distinta manera con respecto a los ejes 
coordenados. Por la gráfica podemos seguir fácilmente la 
marcha de la variación de la función y establecer las propie- 
dades de la misma. Las propiedades de la función y == ал® 
las establecimos analíticamente, es decir, por la ecuación, 
antes de construir la curva. 

No nos vamos a detener a establecer las propiedades analiti- 
cas de la función y = az? + bz + c. 

Sin embargo, podemos establecer algunas de estas propieda- 
des por la gráfica (fig. 29). Con esto se justificará la convenien- 
ga de reducir el trinomio cuadrado y = az? + bz+e a la 
orma 


1) La función y=az*+bz-+c está definida en todo el eje 
de abscisas, es decir, para cualquier valor real del argu- 
mento. 


2) Para a>0 en el intervalo (—co, — 5.) 8 trinomio 
decrece monótonamente, en el intervalo (—zh, +0), 
crece monótouamente. 

3) En el punto z= —- el trinomio tiene el menor valor 
(a>0), igual a LL 


4) Para a <0 el trinomio crece en el intervalo ( — o0, 2%) 


y decrece en el intervalo (—z7. +00), alcanzando en 
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el рамо ве — 2. su valor máximo, que es igual а 
бас b 
а" 





$ 59. Problemas de trinomio cuadrado 


>Problema 4. De todos los rectángulos de perímetro 
dado p = 24 (m) hallar aquel cuya superficie sea la mayor. 
Supongamos que z es la base del rectángulo, en tal caso la 
altura es igual a (12 — 2) y la superficie 
y = z (12 — z) = 12: — 2° = 36 — (z — 6) 


Está claro que, para z = 6 tendremos el mayor valor de la 
superficie y = 36, y el rectángulo es un cuadrado. 


Problema 2. En la fig. 30 se ha representado una viga 
parabólica de luz 1 =40 юш y flecha f =5m. La viga 
está dividida en ocho partes (paneles) iguales en anchura. 
Calcular las longitudes de los montantes yi, y3 € ys- 
Formemos la ecuación de la parábola A B: ésta debe tener la 
forma y = aa? + c, donde a < 0. El término independiente 
с =] = 5, Las coordenadas del punto B son: za =+ = 20, 


ув =0. Conociendo las coordenadas del punto B se puede 
determinar el cosficiónte a: en efecto, de 0 =a-201 + 


+ 5 obtenemos a =—¿z. Por lo tanto, la ecuación de la 
parábola АВ toma la forma. 
y= ġe. 


La longitud del montante y, es igual a la ordenada de la pa- 
rábola, cuando la abscisa z; = р = 5, es decir, 
1 


n=-4:345, y 47. 





u2 


Análogamente obtenemos 
= 0010) = 38-1094 5, 3,75; 


=y(15)= =g 1+5, уз 2,2. 


Problema 3. Hallar el valor mínimo de la función y = 


=VY13 4 241. El trinomio cuadrado, que se encuentra 
bajo el signo radical, alcanza el valor mínimo en el punto 
} 


z=— È; en este caso a = 1,0-1, 
menor valor del trinomio at +2 + 4 es б à 

442 $ 3 
(Ale 
Al menor valor de la expresión subradical corresponde el 
menor valor de la raíz aritmética. 








-7 yd 


Por lo tanto, ynn= V3 x0,866. 


$ 60, Representación gráfica de la función y = 2. 
Construcción de gráficas de funciones más complejas 


Construyamos la gráfica de la función y = 2, que frecuente- 
mente encontramos en la práctica. 


Establezcamos al principio algunas propiedades de esta 
función. 

1) La función está definida para todos los valores reales de 
z 0. Si z = Ô la función es indeterminada (; no se puede 
dividir por cero!). De este modo, la región de definición se 
compone de dos intervalos: (—0o, 0) y (0, +00). , 

2) La función es impar, puesto que f (—2) = —f (2). Por lo 
tanto, su gráfica es simétrica con respecto al origen de 
coordenadas. Por eso, es suficiente considerar esta función 
sólo para х 2> 0. 

3) Si z > Ola función decrece con el crecimiento de z. Bn 
efecto, supongamos que zz > 2,>0, en lal caso +< E, 


es decir, yz < Yr 
Formemos la tabla de valores de la función 


E o 
o| E| T 


TED EE 
leletet eleli- 





4| 2] 4f 816]... 


























из 





єў 
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Fig. 31 Fig. 32. 





En la fig. 31 se muestra la gráfica de la función y = $. 


Esta curva se denomina hipérbola equilátera. Está compuesta 
de dos ramas situadas en los cuadrantes primero y tercero. 
La misma forma tiene también la gráfica de la función y = 
= + para a > 0; si a < 0, obtenemos una hipérbola cuyas 
ramas se encuentran en los cuadrantes segundo y cuarto. 
En los párrafos anteriores se construyeron las gráficas de las 
funciones elementales, es decir, de la función lineal y del 
trinomio cuadrado (función de segundo grado). Veamos ahora 
con algunos ejemplos, como se pueden construir las gráficas 
de otras funciones, más complejas por su modo de planteo. 
Ejemplo 4. Construir la gráfica de la función: y = |21. 
1) 51 220, tendremos que |z| = x y nuestra función y = 
es decir, la curva buscada coincide con la bisectriz del pri- 
mer ángulo coordenado. 

2) Si z<0, entonces |z| = —z e y = —z., Para valores 
negativos del argumento z, la gráfica de dicha función es 
una recta y = —z, es decir, la bisectriz del segundo ángulo 
coordenado. 

De este modo, la gráfica buscada es una línea quebrada, com- 
puesta de dos semirrectas (fig. 32). 

Comparando las dos gráficas : y = zey = |z] deducimos que 
la segunda se obtiene de la primera, como imagen especular 
con respecto al eje Oz, do aquella parto de la primera gráfica 
que se encuentra bajo el eje de abscisas. Esta situación deri- 
va de lá definición de magnitud absoluta, 








Ejomplo 2 y=l2- 
AL principio construimos la gráfica de la función y = z — 2 
(fig. 33), que corta el eje de abscisas en el punto z = 2. La 
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Fig. 33. Fig. 34, 





parto de la gráfica que se encuentra bajo el eje de abscisas 
lo representamos especularmente con respecto al eje Oz; esto 
será precisamente la gráfica y = lz — 2l. 

Se nota fácilmente que si se desplaza la gráfica y = le] a 
dos unidades en dirección positiva a lo largo del eje Oz, 
obtendremos una nueva gráfica y «= |= — 21. De un modo 
semejante la gráfica y = |e + 4] se obtiene de la gráfica 
у = lz] trasladándola paralelamente en dirección negativa 
del eje Oz a una unidad de escala (fig. 34). 


Ejemplo 3. у=. 
1) Para todos los valores de z < O tendremos |r] = —z y 


z 
por eso y = Ž = —i. 


2) Para todos los valores de z> 0 se tendrá y = Š = 1. 
De este modo 

1 para 2>0, 
| 1 рага 2<0. 
En el punto т = 0 1а función dada es indeterminada, puesto 
que la expresión se considera indeterminada. En la fig. 35 
se representa la gráfica de la función. 
Ejemplo 4. y==-|el. 
Es evidente que 
| — 213 рага 2<0, 


a para 2>0. 
La gráfica de la función dada es una combinación de la mitad 
izquierda de la parábola y = — 2* con la mitad derecha de 
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Ja parábola y = a* (fig. 36). Por la mitad izquierda de la pa- 
rábola y =—z" sobreentendemos su parte, que corresponde 
а las abscisas negativas. Análogamente, la mitad derecha de 
la parábola y = 2? es la parte que corresponde a las abscisas 
positivas. 


A Ejercicios 
1. Dada la función /(2)= => 
Hallar 70) 40 16% 14). 





2. Hallar la magnitud do la fracción 19 y del producto (1) 9 (8), 
si (а) 221, (0) 44. 


3. Hallar la región de definición de сайа шпа de las siguientes 
funciones: 


Daz ТЕ аа 


уу-у yez AS 


4. Indicar cuáles de las funciones dadas a continuación son paros; 
cuáles, impares, y cuáles, ni unas, ni otras: 








4) y=x41, 2) y=at4a; De 


+ з=) 
3. 
тн! 





у= me 





=> 


5. Construir las gráficas de las siguientes funciones: 








=. 3 Фет} 
z а =+ = 

MAA DI AA 

6. Transportar la parábola y paralelamente a sí misma a: 








Y una unidad hacia arriba; 2) dos unidades hacia abajo; 3) cinco 
unidades hacia arriba, Para cada caso esuribir la nueva ecuación 
de la parábola. 

7. ¿Cómo se dispone el vértice de la parábola y = 2° + q sobre 
el cje de ordenadas, si: 1} g> 0: 2 g< 0, 3) q= 0? 

8. Desplazar la parábola y = z? a lo largo del eje de abscisas a: 
4) 4 unidades hacia la derecha; 2) 3 unidades hacia la izquierda. 
Para cada caso escribir la nueva ecuación de la parábola. 

9. ladicar con qué desplazamiento de la parábola y = x° so obtiene 
cada una de jas curv: 
4) p= (re W 2) y= (+1 
4) у= (244 1 

10. Trasladar la parábola y = 72 paralolumente a sí misma a: 
1) 3 unidades a la derecha y 2 unidades hacia acti 

2) 1 unidad a la izquierda y 3 unidades hacia arriba; 

3) 5 wnidades a la derecha y 4 unidades hucia abajo: 

4) 1.5 unidad a la izquierda y 2,5 unidades hacia abajo. 

Escribir para cada una de los cuatro casos mencionados la nueva 
еси: п бе la parábola. 

14. ¿Cómo hay que trasladar la parábola y = 1% con respecto alos 
ejes coordenados para que la nueva ecuación de la parábola sea: 


1 
Dysg -T Y yatti 3 0) уз 2? 
¿Cuáles serán las nuevas coordenadas de los vértices de la parábola 
en cada caso individual? 


12. ¿Cuál es la disposición mutua de cada mo de los siguientes pares 
de parábolas: 











)y= (a 





























1) у= 322 еу —. 
2 у= (2—00 еу 
3) у= (2 дер ек 





13. ¿A qué debe ser igual el coeficiente a, si se sube que el valor 
de la unción y = az?, para z= f, es igual a 2? 

14, ¿A qué debe sor igual el cocliciente a, sí la parábola y = ax 
debe pasar por el punto (2: —4)? 

15. ¿Qué valores deben adquirir los coeficientes a y с en la fórmula 
y = ar? + e, que expresa una función de segundo grado, para que 
Ја gráfico de la función pase por los puntos 

MÍA, —3) y P (8: 09 

16. ¿Para qué valor del argumento < la función y = 3? — Tz — 40 
tiene el menor valor? 

17. ¿En qué punto, es decir, para que valor del argumento = la fun- 
ción y = —s* | Bz + 7 alcanza su mayor valor? 








CAPITULO VIH 


ECUACIONES CUADRATICAS 


$ 61. Relación (dependencia) entre el trinomio cuadrado 
y la ecuación cuadrática 


En el análisis gráfico del trinomio cuadrado dejamos de tra- 
tar a sabiendas un problema importante, es decir: ¿ para qué 
valores del argumento z el trinomio se anula, y si existen, 
en general, tales valores del argumento? 

Conforme a la gráfica de la función, en cada caso concreto 
podemos responder a la pregunta planteada. Por ejemplo, la 
función y = 2z? — 5z — 3 se anula dos veces: para z = — $ 
yz = 3, lo que se aprecia de la gráfica (fig. 37). Sin embargo, 
en una serie de casos esta clase de solución gráfica del pro- 
blema hay que darla por insuficiente, puesto que, en primer 
lugar, la construcción de la gráfica requiero bastante trabajo 
y tiempo; en segundo término, las raíces del trinomio se 
pueden hallar por la gráfica sólo aproximadamente, por eso, 
hay que hallar los métodos analíticos de resolución del pro- 
blema planteado lo que naturalmente nos conduce a resolver 
la ecuación ar? + бх + с = 0. 


$ 62. Nociones fundamentales y definiciones 


O bermicion. La ecuación cuyo primer miembro es un 
polinomio de segundo grado, con respecto a la incógnita z, 
y el segundo miembro es igual a cero, se denomina cuadrática. 
La forma general de la ecuación cuadrática (o ecuación de 
segundo grado) es 
а? + bz +e = 0. 


Los números a, b y c se denominan coeficientes de la ecuación 
cuadrática; de ellos, a es el primer coeficiente, o coeficiente 
del término principal; b, el segundo coeficiente, o coeficiente 
de la incógnita de primer grado; c, el término independiente. 
El número zo, que hace igual a cero el trinomio cuadrado 
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az + bz + c, se denomina raiz del trinomio, así como raíz 
de la ecuación cuadrática az? + br + 
Por ejemplo, las raíces del trinomio y = 2z? — 5z — 3 


son iguales a 2 = — 2 у ль = 3, рцевіо que 
eya) (4) 80 


e 
y (8) -239—53-3=0, 
De otro modo decimos que la ecuación cuadrática 








2 — 55 —3=0 tiene dos raíces: 7 = — -7 » Tz = 3- 


$ 63. Ecuaciones cuadráticas incompletas 


4. Tipos de ecuaciones cuadráticas incompletas. Si en la 
ecuación cuadrática de la forma general az? + bz + c = 0 
uno de los dos coeficientes, Б б с, es igual a cero, o ambos a la 
vez son iguales a cero, la ecuación cuadrática se denomina 
incompleta. Son posibles tres formas de ecuaciones cuadrá- 
ticas incompletas: 

1) а + 02 0 (0 = 0, а 0, 3 0); 

2) а? 4с = 0, (= 0, а 0, с 0); 

3) а? = 0 (27 0, = с = 0). 

2. Resolución de las ecuaciones cuadráticas incompletas. 
4) La ecuación az? + bz = 0 se resuelve descomponiendo 
el primer miembro en factores; z (az + b) = 0. El producto 
se anula cuando siquiera uno de los factores es igual a cero; 
por eso o bien z = 0, o bien az + òb = 0, de donde z = 


= — È. De este modo, la ecuación cuadrática incompleta 


aa? + bg = O tiene dos raíces; a, =0, 2 =—2. 
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e ЁЗ з 
Ejemplo. 4 — 3x = 0 a = 0, лоф. 
2) La ecuación ax? |. с =0, después de dividir los térmi- 
nos por a y pasar el término independionte al segundo miem- 
я r 
V= 


bro, la reducimos a la forma 2° = — ©, 
Si los coeficientes a y e tienen signos contrarios, tendremos 








2 


que + < 0, y por eso la incógnita т tiene dos valores reales 
de signos contrarios: 


с с 
u=—Y —- Y Te 


Ejemplos 1) 4—9 
=$ D 3e +50, a -—Í. La ecuación dada no 
tiene raíces, puesto que no existe tal número real de z, enyo 














cuadrado es igual al número negativo — $. En tales casos 
se dice que las raices son imaginarias (sobre los números 
imaginarios véase el cap. XV) 

3) az? =Q. Puesto que a # 0, a? = 0, z 
el número 0 es raíz doble de la ecuación az 
== 2 =0. 


0. Se dice que 
=0, es decir, 





$ 64. Reducción de la ecuación cuadrática completa 
a la forma (7 4 т)? = п (п 2 0) 


La ecuación (z 4- m)* = n se puede resolver de manera se- 
mejante a la resolución de la ecuación cuadrática incomple- 
ta az? + c =0. Extrayendo la raíz cuadrada de ambos 


miembros, obtenemos х + т == + |, е donde 
а = т Уп, s, = —m 4 yn. 


Ejemplo 1. (+3) 
в =?. 
Comprobación. (8432-25, (24-3) = 25, 
Ambas raíces satisfacen la ecuación. Si en dicho ejemplo se 
abren los paréntesis y se pasan todos los términos al primer 
miembro, obtendremos la ecuación cuadrática completa 
22 — 6z — 16 == 0, Por ahora no conocemos los métodos de 
resolución de tal ecuación. Pero, si logramos reducirla a la 
forma (z -+ m)? = n, con ello habremos hallado el modo 
de resolución, 
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25 14+3=+45 29 =-8, 








Ejemplo 2. 2? — 8z — 65 = 0. 

Extraemos del primer miembro el cuadrado perfecto de la 
diferencia: 

2 — 8r + 16 — 16 
(249 8; 2 





$ 65. Deducción de la fórmula de las raíces 
de la ecuación cuadrática reducida 


La ecuación cuadrática, cuyo primer cocficiente es igual а 1, 
es decir, la ecuación de la forma 2* + px-+g = 0, se llama 
reducida 
Transformemos el primer miembro de la ecuación cuadrática 
reducida 


Р y al 
pr zer) (5) +00. 
En el primer miembro de esta ecuación se introdujeron como 
sumandos dos números contrarios (5) у (2) lo que, 


desde luego, no varía la magnitud del primer miembro. 
Después de pasar los últimos dos sumandos al segundo miem 
bro. tendremos 





Extraemos la raíz cudrada de ambos miembros, considerando 


н 
+y {p= 








(2) 1> 0; en tal caso zig 


de donde 
sy E 


Esta es precisamente la fórmula por la cual se calculan las 
raíces de la ecuación cùadrática reducida. Verbalmente se 
puede expresar así: 

Las raíces de la ecuación cuadrática reducida son iguales a la 
mitad del segundo coeficiente, con signo contrario, más-menos 
la raíz cuadrada del cuadrado de esta mitad menos el término 
independiente, 








121 


Ahora podemos hallar inmediatamente las raíces de cualquier 
ecuación cuadrática reducida. 





Ejemplo. Resolver la ecuación 3° — 3z — 28 = 
Aquí p = —3, g = —28. Por eso 





aantay ®—(—), 





agti m=-4 n= 


$ 66. Fórmula general de las raíces 
de la ecuación cuadrática 


Si se necesita hallar las raices de la ecuación cuadrática 
(ecuación de segundo grado) de la forma general az? + bz + 
+ e = 0, después de dividir todos los términos por a (a 4 0) 
ella se convierte en reducida: 





b e 
a+ a+ =0. 


En tal caso 
b ъ\2 с 
a (a) -t 
o bien 
Didac 
m=- > 








1. r 
Las raíces de la ecuación cuadrática de la forma general son 
iguales a una fracción cuyo denominador es el doble del primer 
coeficiente y el numerador es igual al segundo coeficiente, con 
signo contrario, más-menos la raíz cuadrada del cuadrado de 
este coeficiente menos el cuádruplo del producto del primer 
coeficiente por el término independiente. 


Ejemplo 1 4%=5-6=0 (@=4 b= 
сз —б); 


5, 














Si el segundo coeficiente b = 2m, la fórmula de las raíces 
puede ser simplificada; en este caso, tendremos: 


ис _ 262 Утас 
За 








а--1, n=2. 


$ 67. Propriedades de las raíces de la ecuación cuadrática 


Entre las raíces de la ecuación cuadrática y sus coeficientes 
existe una dependencia expresada por el siguiente teorema. 


Teorema, La suma de las raíces de la ecuación cuadrá- 
tica reducida es igual al segundo coeficiente con signo contrario, 
y el producto de las raíces es igual al término independiente. 


Ml DEMOSTRACION. Por la fórmula de las raíces de la ecuación 
cuadrática reducida tenemos 


e + 
ъ= нуу. 


Sumando miembro a miembro estas dos ecuaciones, obtene 
mos: 

z+ n= p 

Multiplicando miembro a miembro las mismas igualdades, 
obtenemos 


py a 
аа (И) 
(el producto de la diferencia de dos números por su suma), 


sc (EY to 


4 2=9, 
lo que precisamente se quería demostrar, 





El teorema recíproco también os válido Se 
la suma de dos números desconocidos es igual а р у su producto 
es igual a q. los números buscados son las raíces de la ecuación 
cuadrática 





zè- pr +q ~ 0 “) 
MM DEMOSTRACION Sim y nson números desconocid: por la 
condición del teorema tendremos: 
т+п=р, e 
(2) 
men=q. 


Basándonos en las ignaldades (2) la ecuación (1) toma la 
forma 


a — (m + n) x4 mn -- 0, 6 


Sustituyendo en Ja ecuación (3) £ porm. tendremos 





т? (т + п) т ma 0 
о Шеп 
0 = 0. 


De un modo semejante comprobamos que el número z tarm- 
bién es una raíz de la ecuación (3). con lo que se demuestra 
Ja validez del teorema reciproco. 

Corolario. Para la ecuación cuadrática de la forma ge- 
neral arè 4- bz +c = 0, después de reducirla a la forma 


d+ te +$ = 0, tendremos 





‹ 
a irh=F 

Si están dadas las raíces de la ecuación cuadrática, podemos 
formar la misma ecuación basándonos en la demostración 
del teorema recíproco. 


Ejemplo 4 Formar la ccuación cuadrática, cuyas raí- 
ces son: ту = 5. Sumamos y multiplicamos las 
raíces: xy + tg = 2, түт = —15. 

La ecuacion buscada es: z? — 2z — 15 — 0 





Ejemplo 24 137Z. -34 yE 
Hallamos que: zy -+ ta = Ñ, 21:22 7 
La ecuación buscada es: x° — 6r + 7 =0. 
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$ 68. Descomposición del trinomio cuadrado en factores 


Utilizando Jas propiedades de tas raices de la ecuación cua- 
drática, todo trinomio do raices reales se puede descomponer 
en factores: 


алыса (22) = 

=а 22—001) 2и] а (0—0) — (225 — 23) = 
=а |а (2а) (вд) а (е) (2а). 
Ejemplo. 22%+52—3=2(2+ 3 (3): 





1 


Las raíces del trinomio son: x= —3, 22= 





$ 69. Estudio de las raíces de la ecuación cuadrática 


Al resolver las ecuaciones cuadráticas de coeficientes numé- 
ricos en ciertos casos se obtienen dos raíces reales, diferentes 
entre sí; en otros casos, dos raíces reales iguales, y en los 
demás, dos raíces imaginarias. 

Naturalmente surgen las siguientes preguntas: 1) ¿de qué 
depende el carácter de las raíces de la ecuación cuadrática? 
2) ¿no se podrá decir previamente, sin haber resuelto la 
ecuación, si ésta tendrá raíces reales, y si Ins tiene, serán 
positivas o negativas? 

Las respuestas a estas preguntas constituyen precisamente lo 
que se admite en llamar estudio de las raíces de la ecuación 
cuadrática (ecuación de segundo grado). 

En este análisis tiene especial importancia la expresión D = 
= b? — 4ac, llamado discriminante de la ecuación de segundo 
grado. 

Son posibles los siguientes tres casos. 


Caso 1.4>0,D>0. 

Si el discriminante es un número positivo, la ecuación cua- 
drática tiene dos raíces reales y distintas, puesto que la expre- 
sión a Vb? — Zac representa en sí dos números contrarios, 
más aún, ninguno de-ellos es igual a cero; por lo tanto, las 
fracciones 


—»-VD —b4 YD 
E 











tienen diferentes numeradores para denominadores iguales. 
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Con respecto a los signos de los coeticientes b y c se pueden 
efectuar las cuatro suposiciones siguientes: 


1) 1<0, c>0. 
Si el término independiente es positivo, ambas raíces son 
de signo igual, puesto que дт; = E >0. La suma de las 


raíces ay + ma =—2>0, y, por eso, ambas raíces som 
positivas. 

2 b>0, c>0. 

Ambas raíces son negativas y de igual signo, puesto que el 
signo de la suma de las raíces es contrario al signo del confi- 
ciente t> 0. 

3) 2<0, с<0. 

Las raíces son de signo contrario, dado que el producto es 


negativo: тул; =£ < 0. La raíz mayor en valor absoluto 





es positiva, ya que 
ata=—2>0 
4 5>0,0<0 


Las raíces son de signo contrario. La raíz mayor en valor 
absoluto es negativa, 
Caso 2 a>0, D 
Ambas raíces son reales e iguales: ду = 27= 











b 
z > “omo 
se desprende de la fórmula de las raíces de la ecuación cua- 
drática. Si b >Q, ambas raíces son negativas; para b < 0, 
ambas raíces son positivas. 

Caso 3.a>0, D<0. 

La ecuación cuadrática no tiene raíces reales, puesto que la 
raíz cuadrada del número negativo V D es un número imaj 
nario. Por ahora no examinaremos este caso (véase el cap. XV). 





Observación. Si a < 0, multiplicando ambos miembros de 
Ta ecuación por —4, obtenemos una ecuación de coeficiente 
positivo para 2% 

Los resultados del análisis están expuestos geométricamente 
en las gráficas del trinomio cuadrado (fig. 38): en el caso 1 la 
parábola corta el eje de abscisas en dos puntos 2, y 22 (2; 
y z, son raíces del trinomio y al mismo tiempo raíces de la 
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2-0 
2-7 


F Fig. a8. 








ecuación cuadrática); en el caso 2, la parábola es tangente al 
eje de abscisas (las dos raíces se confunden en una) y en el 
caso З, la parábola no corta al eje Oz (las raíces son imágina- 
rias). 


$ 70. Resolución de problemas basados en las propiedades 
de las raíces de la ecuación cuadrática 


>Problema 1. Dada la ecuación de segundo grado az? -+ 
+ ba + c = 0, formar una nueva ecuación cuadrática cuyas 
raíces sean inversas a las raíces de dicha ecuación. 
Designemos las raíces de la nueva ecuación por a y f, en 
tal caso a = 2, B = £, donde z, y z son las raíces de la 
2 a 


ecuación dada. 
Hallemos la suma y el producto de las nuevas raíces: 


A A „А Ж. 
apo чы ЛЫ 
1 
а 
Pero dado que 2, +22 =—L, доль 2, tendremos que 





Conociendo la suma y el producto de las raíces, formamos Ja 
propia ecuación + 224 L=0,60t4+ bea =0, 
De esto modo, si se cambian de lugares los coeficientes extre- 


mos de la ecuación cuadrática, las raíces de la nueva ecua- 
ción serán raíces inversas a las primitivas. 
>Problema 2. Dada la ecuación 222 + mz + 30 =0. 


¿Para qué valores de m la relación de las raíces es 21 = +7 
a 
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Según la propiedad de las raíces de la ecuación cuadrática y 
por los datos del problema tenemos: 





аде 
2022—15, 


Eliminando de este sistema las incógnitas 2, y 22 hallaremos 
4 $ 3 
m, es decir, obteniendo de lu tercera ecuación z= $2 


5 
y sustituyendo en las dos primeras, tendremos: 
a 
nst, 
3 
22-15, 
Че йопде ж = 5, 305) 1. т 216, 


Problema 3. Hallar la suma de los cuadrados y la suma 
de los cubos de las raíces de la ecuación cuadrática az? + 
«+ bx + c =0, sin haber hallado las mismas raíces х, у =. 
1) La suma de los cuadrados es 22 4-22 (04-22): 
22 at Eee 

НАЕ а aa a 
2) La sumá de los cubos de las raíces se puede represen- 
tar del siguiente modo: 


a ra=(a 1 1 32m (a +2), 
2 (a 








$ 71. Problemas de ecuaciones cuadráticas 


>Problema 1. Porlos lados de un ángulo recto se mue- 
ven uniformemente dos cuerpos A y B en dirección al vértico 
del ángulo recto. 
La velocidad del cuerpo A es dos veces mayor que la veloci- 
dad del cuerpo B. Después de 10 segundos la distancia entre 
A y B es igual a 130 m. Hallar la velocidad de cada cuerpo, 
si en el instante de comenzar el movimiento el cuerpo A 
se encontraba a la distancia de 270 m del vértice del ángulo 
recto, y el cuerpo B, a la distancia de 125 m (fig. 39). 
Supongamos que la velocidad del cuerpo 4 es de 2z m/s, la 
velocidad del cuerpo B es de x m/s. En tal caso, después de 
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Fig. 39. 








10 в la distancia del cuerpo A del vértice es igual 
a (270 — 207) m, y la distancia del cuerpo B del vértice es 
igual a (125 — 10%) m. 

Por los datos del problema debe ser (270 — 202)? (125 — 


— 102)? = 130%. 


Abriendo paréntesis, pasando todos los términos al primer 
miembro obtenemos la ecuación cuadrática 


201? — 5327 + 2865 = 0. 


Sus raíces son ду = 7,5; 23 = 19,1. 

De este modo, la velocidad del cuerpo B és igual a 7,5 
m/s ó a 19,1 m/s; la velocidad del cuerpo А respecti- 
vamente igual a 13 m/s 6 38,2 m/s. * 

En el primer caso ambos cuerpos no han llegado hasta el 
vértice: A se encuentra a la distancia de 270 — 150 = 120 m, 
B se encuentra a la distancia de 125 — 75 = 50 m. 

Puesto que 120* 4- 50° = 130°, la respuesta obtenida 
satisface los datos del problema. 

La segunda respuesta no satisface los datos del problema, 
en el sentido estricto de la palabra, puesto que el camino 
recorrido por £ada cuerpo después de 10 s será mayor que la 
distancia al vértice y los cuerpos no se encontrarán sobre 
los lados del ángulo recto, sino sobre sus prolongaciones 
tras el vértice. Para admitir la segunda respuesta hay que 
cambiar las condiciones del problema: en lugar de la frase 
«por los lados de un ángulo recto se mueven dos curpos» hay 
que decir «por rectas mutuamente perpendiculares se mueven 
dos cuerpos» y, en ese caso, ambas respuestas satisfacerán 
los datos del problema. 
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PProblema 2 (es histórico y pertenece a Euler). Dos cam- 
pesinas llevaron al mercado 100 huevos en total; una de ellas 
tenía una cantidad mayor de huevos que la otra, no obstante 
ambas obtuvieron de la venta iguales sumas de dinero. Una 
de ellas dijo a la otra: «Si yo tuviese tus huevos ganaría 15 
kreuzeres». La segunda contestó: «Y si yo tuviese los tuyos, 
obtendría por ellos 6 < kreuzeres». ¿ Cuántos huevos tenía 
cada campesina? 

Supongamos que la primera campesina tenfa z huevos, en tal 
caso, la segunda tenía 100 — a. Si la primera hubiese tenido 
la misma cantidad de huevos que la segunda, es decir, 
100—z, habría ganado 15 kreuzeres; por lo tanto, la primera 


vendió cada huevo a qq] —3 kreuzeres, y la segunda campesi- 








na vendió cada huevo al precio de — = 20. 


Do este modo, la primera campesina ganó por sus z huevos 
45 2 

2 E, y la segunda (100 — 2) 2. 

Según el planteo del problema las ganancias fueron iguales, 

De aquí tendremos la ecuación pgp; = == ge. Después 

de simplificar y racionalizar los términos obtenemos: 


LOA, 9741002): 3r=+2(100—2); 











2 =40; 2=—200 (no sirve). 
Así, pues, la primera campesina tenía 40 huevos y la segunda 
60. 


»Problema 3. Dos obreros A y B aceptaron realizar 
cierto trabajo en 16 días. Después de cuatro días de trabajo 
conjunto A pasó a otro trabajo, debido a lo cual B terminó 
solo la parte de trabajo restante en un plazo de 12 días mayor 
que el plazo,durante el cual A solo puede realizar todo el 
trabajo, 

¿En cuántos días cada obrero, por separado, puedo realizar 
todo el trabajo? 

Supongamos que A puede realizar todo el trabajo en z 
días, en tal caso, en un día laboral éste debo ejecutar + 
parto de todo el trabajo. 


Durante el trabajo conjunto A y B realizan en un día =$ 
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parte de todo el trabajo; por lo tanto, B cumple por día 
(4-2) parte de todo el шыр. Por otro lado, B debe 


realizar por día 7 + (2412) = 5 parte del trabajo 
total, puesto que en 4 días de trabajo conjunto realizaron 
+ de todo el trabajo; por lo tanto, quedó a cumplir por 


BÈ del trabajo total en (24-12) días. 


De aquí, tendremos la ecuación —L => єн my Ls 


dos miembros de la ecuación expresan ina misma” magni- 
tud, es decir, la norma diaria del obrero B. 

Resolviendo esta ecuación hallamos z= 24 (la segunda raíz 
2= —8 no satisface las condiciones del problema). з 


El obrero B realiza por día -y parte de todo 
el trabajo; рог 10 tanto, todo а або. lo eagle en 48 días. 








$ 72. Ecuación bicuadrada 


€ besinicion. La ecuación de cuarto grado que contiene 
sólo potencias pares de la incógnita se llama bicuadrada. 
La forma general de tal ecuación es 


azt 4 bz? + c = 0 (25 0). 


La resolución de esta ecuación se reduce a la resolución de 
dos ecuaciones cuadráticas, lo que está explícito en la misma 
denominación. 

Cabe señalar que si la ecuación bicuadrada tiene una raíz 
Zo, tiene también la raíz — zo, es decir, las raíces de la ecua- 
ción bicuadrada son de dos en dos contrarias. 

En realidad, si xy es una raíz, sustituyendo en la ecuación 
z por zo nos da una igualdad exacta 





ад + bii4c=0, (1) 
pero, en tal caso, también es correcta otra igualdad: 
a (at y d (a) + 00, o 


puesto que los primeros miembros de las igualdades (1) y (2) 
son idénticos. 
Para resolver la ecuación bicuadrada introduzcamos una 
incógnita auxiliar z, suponiendo que z = 1°, 2 = zt. En 
tal caso, Ja ecuación toma la forma 
az + bz +c =Q. 
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Esta es una ecuación cuadrática con respecto a la incógnita 
auxiliar z, y sus raíces son 





Poro ==? y а= 13, de donde 


say YE уйш. 





1. 
жа ут. 


De este modo, la ecuación bicuadrada tiene cuatro raíces, 
además, las raíces у у тә, 2, y z4 son de dos en dos contrarias, 
es decir, la suma de cada par de raíces es igual a cero, y 
por eso, también la suma de las cuatro raíces es igual a 
cero. Estas fórmulas se pueden unir en una 


es — E 
asine а 


Е}етр1о. 244—19:4+4-9=0; 
2, 2049490, 











t 
asp a 


say 


$ 73. Estudio de las raíces de la ecuación bicuadrada 
El carácter de las raíces de la ecuación bicuadrada 





amd be 0 0) 
depende de las raíces de la ecuación cuadrática auxiliar 
at + bs e= 0, a 


1. Supongamos que a > 0 y el discriminante de lo seuación (2) es 
esitivo: D = b = áar > Ô, En tal ceso, ai e> 0 y b <O; les 
los raíces son positivas: 4 > 0 y z > 0, y la ecuación bieuadrada 
(i) tiene cuatro raíces reales, puesto que 

та = Vip am = Уш 

2. Si a> 0, D> 0, c> 0 y b> 0, entonces z <0, s <0. Las 
cuatro raíces de la ecuación bicnadrada son imaginarias. 
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3. 51 а> 0, Р > 0, с < 0 la ecuación cuadrática (2) tieno una raíz 
positiva y otra negativa, з, < 0 y 2, > 0, por eso el par de raíces 
тз У т, өз real, el otro par x, y 2, es imaginario. 


$ 74, Ecuaciones que se reducen a cuadráticas 


Al resolver la ecuación bicuadrada hemos sustituido 3 = 1°, 
gracias a lo cual disminuimos la potencia de la ecuación dada 
reducióndola a una ecuación cuadrática. 

También se recurre a la sustitución cuando los ecuaciones o 
sistemas de tipos desconocidos se deben reducir a ecuaciones 
o sistemas de tipos conocidos. 

Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo 1. 2/32 / 1-20 


Si el factor z lo llevamos bajo el signo radical, tendre- 
mos que 


2y 7—3 V >00. 


Supongamos que t=) 7, P= 7. En tal caso la ecua- 
ción se escribe en la forma 


22 – 31 – 20 = 0. 
Hallamos sus raíces 


ti 34 VIFIO 


De donde 4=/23, 64=2*, 2=+8. 
El segundo valor de £ y lo despreciamos, puesto que £ 


es un número positivo, lo que se desprende de la igualdad 
=. 





Ejemplo 2. A. 


El segundo miembro de la ecuación puede escribirse en la 
forma 


1-0 +2 + 2). 

Supongamos que £ = 1 +a + 2%, en tal caso $ = 7 — 4 

Resolviendo esta ecuación cuadrática con respecto a £, ob- 
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tenemos: f, = 2; tz = 5. Volviendo a la incógnita z, obte- 
nemos dos ecuaciones cuadráticas: 


Y2+2+1=29 242414 





Resolviéndolas hallamos: zı, 2= 


+ уп 














з 


De este modo, las cuatro raíces de la ecuación resultaron 
irracionales. 

Ejemplo 3. Hallar las raíces reales de la ecuación 
VA F31+40—32=44+4, 

La ecuación se puede escribir en la forma 

VI+3246=044 32462, 

Supongamos que 

t=V TF 3rFð; H= +3146. 

La ecuación inicial toma la forma 

а-0-2 20. 


La raíz positiva de esta ecuación es = 2. 
La otra raíz £ = —1 la despreciamos, puesto que t es el va- 
lor aritmético del radical. En consecuencia 


2/1 43248, 


Elevando ambos miembros al cuadrado obtenemos la ecua- 
ción cuadrática 2° + 3z + 2 = 0, cuyas raíces son 7; = —2, 
2 = —1. 





La verificación nos muestra que ambas raíces satisfacen la 
ecuación, 


Ejemplo 4. Resolver la ecuación 





—% т р 

19233 -37=0. 

Esta ecuación es equivalente a dos ecuaciones cuadráticas 
1248 09. 19.48. 

gp 0 y 0—0—8 41-0 


con la resolución de las cuales se pueden hallar todas las 
raíces de la ecuación dada. 
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Empero, la vamos a resolver por el método gráfico. Para 
ello escribimos la ecuación en la forma 


z , 48 
[024 


A continuación nuestra tarea se reduce a hallar valores tales 
del argumento г рага los cuales las dos funciones y = |9 — 


= 22| еу = 25 + 8 зе hacen numéricamente iguales, Es 


evidente que tales valores del argumento x son las abscisas 
de los puntos de intersección de las curvas de estas dos fun- 
ciones, 

La gráfica de la función y, = | 9 — a*| se puede obtener de 
la gráfica de y = 9 — 2”, representando de manera especular, 
con respecto al eje Oz, aquella parte que se encuentra bajo 
el eje de abscisas. (La parte de la gráfica de y = 9 — 2* que 
se encuentra encima del eje Oz permanece invariable.) 


La recta y = Б + E interseca la primera curva en cuatro 








puntos, cuyas abscicas las leemos por la fig. 40. 
De este modo, dicha ecuación tiene cuatro raíces: 


2-35 72-23 71 =2% 2,238, 


El ejemplo concreto que analizamos es ilustrativo en el 
sentido de que muestra ciertas ventajas de la resolución 
gráfica con respecto a la analítica. Antes que nada vemos que 
la ecuación tiene cuatro raíces, lo que hubiera sido difícil 
suponer sin la gráfica. En segundo lugar, hay que realizar 
un cálculo bastante grande para hallar directamente estas raíces 
(compruébelo Ud, mismo). En verdad, con el método de re- 
solución gráfica de la ecuación, en la mayoría de los casos 
hallamos Solamente valores aproximados de las raíces; en 
ejemplos raros, especialmente elegidos, se puedon hallar 
también valores exactos de las raíces. 
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$ 75. Resolución de ecuaciones de grado superior al segundo 
por descomposición del primer miembro en factores 





Si después de pasar todos los términos de la ecuación al pri- 
mer miembro se obtiene un polinomio con respecto a la in- 
cógnita z, descomponible en factores, cada uno de los cuales 
по es superior al de segundo grado, la resolución de tal ecua- 
ción no presenta dificultad. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación z* — 32° — z + 3 = 
= 0. Esta es una ecuación de tercer grado, cuyo primer miem- 
bro se descompone en factores mediante el agrupamiento: 


P3 a4 3a (r 3) — (2—3) = 
= (2—3) (9 – 1). 

La ecuación toma la forma 

(2—3) (02 0) = 0. 

El producto se convierte en nulo cuando siquiera uno de los 
factores es igual a cero; por lo tanto, bien 
z—-3=0:x=3, 


o bien 
22-120, == 1. 
En total tenemos tres raíces: 3, = —1, z: = 1, 2, = 3. 


Ejemplo 2. Hallar todas las raíces de la ecuación 


A+ абаа, 
Dicha ecuación es una de cuarto grado. Después de pasar to- 
dos los términos al primer miembro, obtenemos: 
1442 4=0, 

Descomponemos el término —52* en dos sumandos: —52* = 
= —a? — 42%; en tal caso tendremos: 

AP ode 4 44420. 


Formemos dos grupos de términos, con tres términos en cada 
uno: 


Ae (4404) =0 
ariari) 
(00) (9210) = 
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Igualando cada uno de los dos factores a cero y disponiendo 
las raíces en orden creciente, obtendremos: 


1) #—4=0, к=&2; 2) Pato, 28, 





a, A, дев 








д=—2, 2 





Observación. Está claro que no todo primer miembro de una 
ecuación de cuarto grado se logra descomponer en factores 
con tanta facilidad; sin embargo, esta descomposición es 
conveniente cuando se realiza sín gran dificultad. 





$ 76. Desigualdades de segundo grado 


Después de haber estudiado los métodos de resolución de las 
ecuaciones cuadrálicas vamos a conocer cómo se resuelven 
las desigualdades de segundo grado. Ambas cuestiones están 
estrechamente relacionadas entre sí, lo que se aclarará más 
adelante. Veamos previamente ol problema que nos conduce 
a una desigualdad elemental de segundo grado. 


> Problema. Un paracaidista efectúa un salto de retardo 
al encontrarse a la altura de 9000 m. Cuántos segundos puede 
durar la caída libre si el paracaídas debe arbrirse a una altu- 
ra no menor de 500 m, en caso contraio se pone en peligro su 
vida. (Se desprecia la resistencia del aire.) 
Conforme al problema el camino S recorrido por el paracai- 
dista durante la caída libre debe ser menor o en el caso ex- 


tremo igual a 8500 m, S< 8500 m, ó É < 8500 Multipli- 
cando ambos miembros de la desigualdad por el número 
positi ož, obtenemos: 


э A7000 _ 17000 
e CN 


єє тй 


@ DEFINICIÓN Las desigualdades de tipo az? + bz + c>0 
yaa? + br +c<0 se denominan desigualdades de segundo 
grado, o cuadráticas (en el sentido estricto de la palabra). 
Si a los signos > 6 < unimos también el signo de igualdad, 
obtenemos una desigualdad de segundo grado no rigu- 
гова. 








гах 4 (8). 
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La resolución del problema nos condujo a un caso particular 
de desigualdad no rigurosa del tipo a3? + bz + c< 0, 
donde a =$; b = 0; c = —8500. 

Para una acertada resolución de la desigualdad de segundo 
grado hay que establecer de un modo preciso y seguro cómo 
varía el signo del trinomio cuadrado az + bz + e, que es 
el primer miembro de la desigualdad (el segundo miembro es 
igual a cero). 


77. Estudio del signo del trinomio cuadrado 


Veamos cómo varía el signo del trinomio az* + bz +c, 

cuando el argumento z adquiere cualquier valor real. Para 

claridad y simpleza del análisis utilizaremos la fig. 38 del 
69. 


Caso 1. Supongamos que a>0 y D = b — 4ac > 0. 
En tal caso el trinomio tiene dos raíces reales y distintas z, 
y zz, y la gráfica del trinomio, es decir, la parábola y = 
<= az + bz + c interseca al eje de abscisas en los puntos 2, 
y za (fig. 38, a). Por la gráfica establecemos que sì z < Z, 
Ó z> īp entonces y = az? + br + c> 0. Si z adquiore 
ште del intervalo (z,, 2), entonces y = 01% + бх + с < 
<0. 


Observación. Si a < 0 y D = 5% — 4ac >0, por el contra- 
rio, az? + br + с < 0 рага z < x, y para z > 1z, y ar + 
+ bz + e >0 para valores de z del intervalo (zy, z3) (véa- 
se la fig. 38, a, punteado). 

De este modo, si el trinomio cuadrado tiene dos raíces reales 
y diferentes z, y т (22 > 21), para todos los valpres de x fuera 
del intervalo (2,, 2) el signo del trinomio coincide con el signo 
del primer coeficiente a; para todo z del intervalo (z, zà el 
signo del trinomio es contrario al signo" del coefi- 
ciente a 





Caso 2. Supongamos que a>0. D = b — 4ac = 0. 
Las raíces del trinomio son iguales: z, = tz = — z. La 
parábola y = az* + ba -+ c es tangente, con su vértice, al 





eje de abscisas en el punto z = — z; (fig. 38, b), para todo 
z+ a sus ordenadas son positivas, es decir, az? + ba + 
+е> 0. 
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Observación. Para a <0 y D = 0 la parábola y = az? + 
Forces tangente al eje de abscisas por debajo y para 
todo 4 — 2, las ordenadas de la parábola son negativas, 
es decir, aa? + be + c < 0. 

De este modo. si las raíces del trinomio son reales e iguales 
entre sí (2; = 22 =—2)» para cualquier л + x el signo 


del trinomio coincide con el signo del primer coes 
ficiente a. 

Caso 3. Supongamos que a >0 y D = b — 4ac < 0. 
En tal caso el trinomio no tiene raíces reales y la parábola 





tra totalmente encima del eje Oz (fig. 38, о), Todos las orde- 
nadas de la parábola son positivas, o az? + bx +4 с> 0 
para todo valor de x. Si a <0 y D <0 la БО y= 
=a + br4c se encuentra completamente debajo 
del eje de abscisas, es decir, todas sus ordenadas son 
negativas. 

De este modo, si el trinomio cuadrado no tiene raices reales, 
para cualquier valor real del argumento z el signo del trinomio 
conicide con el signo del coeficiente a, es decir, si a >0 el 
trinomio es positivo para cualquier valor de z, si a < 0 el 
trinomio es negativo para todo z. 


$ 78. Resolución de desigualdades de segundo grado 


Ejemplo 1. Resolver la desigualdad 272 — 52 — 3 > 0. 
Hallamos las raíces del trinomio: 22° — 5z — 3 = 0; 





Tenemos dos raíces reales y diferentes; además, el primer 
coeficiente a = 2 >> 0. De acuerdo a los resultados del párra- 
fo anterjor la resolución de la desigualdad dada será todo 


valor de z tal que z < — + ó 2>3. En la fig. 41 se muestra 
la gráfica de la función y = 22 — 5z = 3. 
Ejemplo 2. Resolver la desigualdad 
— 8 4 3 < 22° 4 йа 5. 
Pasamos los términos del segundo miembro al primero: 32* — 
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ў#°ёрё-8т-3 
Fig. 41 
дасг Y yate 
T fig 42 Fig. 43. 








— 12z —2<0. Hallamos las raíces del trinomio: 
За — 127 —2=0; 


_ 64 VETE 
E ra саб 


Tia 








-vz +yz 
a YE, y Ya 


El trinomio con el primer coeficiente positivo y raíces reales 
diferentes es negativo para todo z comprendido entre las 
roíces,. es decir, YB 7H VE, En la fig. 42 se 
muestra la gráfica de la función y = 3% — 122 —2, 
Ejemplo 3. Resolver la desigualdad 

ба? — 82 + 20 < 0. 

Puesto que el discriminante del ігіпошіо Р = 0° — бас = 


= 64 — 400 < 0, para todo z el trinomio conserva el signo 
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del primer coeficiente a, es decir, en nuestro caso, es positi- 
vo, por lo cual dicha desigualdad no tiene soluciones. 
En la fig. 43 se muestra la gráfica de la función 


y = 52 — 82 420. 


$ 79. Teoremas de equivalencia de ecuaciones 


Teorema 1. Si a ambos miembros de una ecuación les 
sumamos un mismo número o un mismo polinomio, la nueva 
ecuación es equivalente a la inicial. 


M bEwosTRACION Supongamos que tenemos la ecuación 


#@) = Ф(®). (0 
Hay que demostrar que la nueva ecuación 
Fla) + p e) = o (a) + p (ah (2) 


obtenida de la (1), sumando a ambos miembros el polinomio 
p (z), es equivalente a la ecuación inicial (1). 

Supongamos que el número zo es una raíz de la ecuación (1), 
en tal caso tendremos la igualdad numérica 


$ (20) = 0 (zo). @) 


Si a ambos miembros de la igualdad (3) les sumamos el nú- 
mero p (zo), obtenemos una igualdad equitativa: 


F (20) + p (z0) = ẹ (z0) + p (20). (4 


La igualdad (4) denota que el número xy es también una raíz 
de la ecuación (2). Con estos razonamientos hemos demostra- 
do que toda raíz de la ecuación (1) es también una raíz de la 
ecuación (2). 

Demostremos el teorema recíproco: toda raíz de la ecuación 
(2) también es una raíz de la ecuación (1). 

Supongamos que el número zo es una raíz de la ecua- 
ción (2). 

En tal caso, la sustitución en la ecuación (2) de х рог el nú- 
mero zo da lugar a la igualdad numérica: 


F (z0) + p (zo) = 9 (20) + p (2o). 

Pero de números iguales se puede restar un número igual 
(en este caso p (20)), obtenemos la igualdad f (z9) =Q (zo), 
que denota que el número zy es una raíz de la ecuación (1), 
y con ello se ha demostrado la equivalencia de las ecua- 
ciones (1) y (2). 
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Teorema 2. Si ambos miembros de la ecuación 
160) = (9) (0 


los multiplicamos por un mismo número A (A + 0), la nueva 
ecuación 


Af (2) = Ap) e) 
es equivalente a la ecuación inicial (1). 


MM pemosrracióN Supongamos que el número z, es una raí2 

de la ecuación (1). En tal caso, tendremos la igualdad numé- 
rica / (2) = y (21). Como so sabe, los números iguales se 
pueden multiplicar por un mismo número distinto de cero, 
como resultado también obtenemos números iguales, es decir, 
AJ (z) = Ag (z1), y, de este modo, el número z, es también 
una raíz de la ecuación (2). 
Inversamente, supongamos que el número т, es una raíz de la 
ecuación (2). En tal caso, su sustitución en la ecuación (2) 
da la identidad numérica Af (z) = Aọ (zı), donde A 4 0. 
Pero números iguales se pueden dividir por un mismo nú- 
mero A; dividiendo la igualdad anterior por A obtenemos 
j (z) = 9 (21); esta igualdad denota que el número x, es 
también una raíz de la ecuacion (1). La justeza del teorema 2 
con esto queda demostrada. 







ión. En el teorema 4 se habló de sumar a ambos 
mbros de la ecuación un mismo polinomio, pero no una 
función arbitraria. El problema está en que el polinomio está 
definido en todo el eje numérico, y por eso, p (a) es un núme- 
ro real para todo valor real de a. Por ejemplo, si p (z) 
= 215 42 4 3. tendremos que p(1) = 218—441 + 
+3=1, p(a) = 20? — 4a + 3, eto. 

Si no se hace esta limitación, el teorema 1 puede resultar 
incorrecto, como se puede apreciar del siguiente ejemplo. 
Supongamos que tenemos la ecuación inicial 2z + 3 = 
= 7 — 12. Esta ecuación tiene la raíz z = 5, lo que se ve- 
rifica fácilmente. Sumando a ambos miembros la función 


fraccionaria у-у obtenemos la nueva ecuación 27 +3 + 





+27 = 12 4 Zo para la cual el número 5 ya no 


es una raíz, puesto que al sustituirlo en el primer y segundo 
miembro de la ecuación, éstos pierden el sentido definido. 
En efecto, en la igualdad 


25434 gh 124 


2 
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la fracción 4 no tiene sentido, y, por eso, lodo el primer 
miembro, así como el segundo no tienen sentido, lo 
que demuestra la no equivalencia de estas dos ecua- 
ciones. 


$ 80. Raíces perdidas e impropias 


En los dos teoremas del $ 79 se vio cuáles son las operaciones 
con ecuaciones que no alteran sus equivalencias. Estudiemos 
ahora las operaciones con ecuaciones tales que pueden: con- 
ducir a una nueva ecuación no equivalente a la ecuación 
inicial. En vez de razonamientos generales nos limitaremos 
a examinar ejemplos concretos. 


Ejemplo 4. Tengamos la ecuación 3z (z — 1) = 5 (£ — 
— 1). Después de abrir paréntesis y pasar todos los términos 
al primer miembro, ésta puede ser resuelta por la fórmula 
de la ecuación cuadrática completa o con la descomposición 
del primer miembro en factores; las raíces serán: x, = 1; 
za =-+. Si simplificamos ambos miembros por el factor 


(z — 1), se obtiene la ecuación 3z = 5, que no es equi- 
valente a la inicial, puesto que tiene solamente una 
raíz z 
Por lo tanto, la reducción de ambos miembros de la ecuación 
por el factor, que contiene la incógnita, puede dar lugar a la 
pérdida de raíces. 





Ejemplo 2. La ecuación 27 — 3 =5 tiene una sola 
raíz z = 4, Elevemos al cuadrado ambos miembros de esta 
ecuación, obtendremos (2r — 3)? = 25. Resolviendo esta 
ecuación cuadrática, hallamos dos raíces: 1, = —1; т; = 4. 
Anotemos que la nueva ecuación (2x — 3)* = 25 no es equi- 
valente a la ecuación inicial 21 — 3 = 5. La raíz superflua 
жү = —1 corresponde a la ecuación 22 — 3 = —5, la que 
después de elevar ambos miembros al cuadrado nos da la 
misma ecuación (27 — 3)? = 25. 

Las raíces impropias o extrañas pueden aparecer también 
al multiplicar ambos miembros de la ecuación por un factor 
que contiene la incógnita si este factor se anula para los 
valores reales de z. 








Ejemplo 3. Si ambos miembros de la ecuación 27 — 
= 5 los multiplicamos por z + 2, obtendremos una 
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nueva ecuación (2r — 4) х (24 2) = 5 (2 + 2), la que 
después de pasar el término 5 (x + 2) del segundo miembro 
al primero y descomponer en factores, nos da (2 + 2) (27 — 
— 6) = 0, de donde z 2 ó bien x = 3. La raíz x = —2 
no satisface la ecuación inicial 2z — 1 = 5, que tiene una 
sola raíz z = 3. La raíz impropia z = —2 corresponde a la 
ecuación z +2 = 0. 

De aqui deducimos que: al elevar al cuadrado ambos miem- 
bros de una ecuación (en general a una potencia par), así 
como al multiplicar por un factor, que contiene la incógnita 
y se anula para los valores reales de la incógnita, pueden 
aparecer raíces impropias. 





$ 81. Raíces impropias de la ecuación irracional 


La ecuación que contiene la incógnita bajo el signo radical 
se denomina irracional; por ejemplo, 

V2F7T=3 }/'35—1=4. 

Vamos a demostrar con un ejemplo sencillo la posibilidad de 
aparición de raíces impropias al resolver una ecuación irra- 


cional. Supongamos tener la ecuación irracional Y 2z — 1 
— 2. Elevando ambos miembros al cuadrado obtener 


2—1 =(а—2у. 
Resolviendo esta ecuación cuadrática obtenemos las raíces: 











m=10=5. 


Verifiquemos las raíces: Y 2 1% 1-— 2; la raíz z, = 
no satisface la ecuación, por lo tanto, es impropia. La 
gunda raíz za = 5 satisface la ecuación. Nos preguntamos: 
¿de qué modo apareció la raíz superflua z = 1? Esta raíz 
impropia corresponde a otra ecuación irracional —Y 22 
= 2 — 2, la que después de elevar al cuadrado nos da la 
misma ecuación cuadrática 22 —1=(2— 2) La raíz 
z = 5 es impropia con respecto a la ecuación — V 3z — 1 = 
= z — 2, Por eso hay que verificar las raíces obtenidas al 
resolver una ecuación irracional, con la sustitución en dicha 
ecuación. 














$ 82. Resolución de ecuaciones irracionales 


Veamos en ejemplos los métodos de resolución de las ecua- 
ciones irracionales. 
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Ejemplo 1. VA FEF IF 1= Le 
La ecuación contiene solamente un radical; dejamos éste 
en el primer miembro, o, como se dice, aíslamos el radical, 


pasando la unidad al segundo miembro: V37F 5r FT = 
= 2ш — 1; elevamos ambos miembros al cuadrado y obte- 
nemos: 


х% + 5ш + 1 = (22 — 1), 
o bien 


а 5а 1 =4%—@+1; 





después de pasar todos los términos al primer miembro y 
reducir los términos semejantes, tendremos: 


3a — 9a = 0; a? — 3r = 0; z (z — 3) = 0; 
а = 0 





a 


Verificación. VO F50p14+12:0. Por lo 
tanto, la primera raíz z = 0 no satisface la ecuación; la 
despreciamos (esta raíz corresponde a la ecuación irracional 


—V Bda +14 1=2x, 

lo que es fácil verificar). De la misma manera comprobamos 

que la segunda raíz г, == 3 satisface la ecuación dada. 

Ejemplo 2. V2—9-—V2-B=1. 

La ecuación tiene dos radicales en un miembro; pasamos uno 
de ellos al segundo miembro: У2—9 = 1 4 Уг — 18; 

después de elevar al cuadrado tendremos z—9=1+ 


+ 2V2 18 + x — 18; dejamos el radical en el segundo 
mierabro y pasamos los términos restantes al primer miem- 
bro: 


8=2/ 318, 4=/2-18, 16=x-18; 2=34. 


Verificando manifestamos la utilidad de la raíz obtenida. 


ltd 3. У 3 + УЗ 5 У 45 


La ecuación tiene cuatro radicales; distribuimos los mismos 
en dos por ambos miembros de la ecuación: 


VE+34+V 304 2=V22P 54 V 32, 
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ч» 


después de elevar al cuadrado tendremos: 

224+34+2V (2243) 0742) +3242= 

=2:+5+2 0025) 32-32; 

21023) (0249)-=2 00245) 3; 

simplificamos рог 2 y elevamos nuevamente al cuadrado: 
(22 + 3) Bz + 2) = (22 + 5) 32, 

0 4 1324 6 = 6a? + 15r; 22 = 6; г = 3. 
Verificación, VJ+ VT =V + 9; la raz 
obtenida satisface la ecuación dada. 

У-у 
еуез 
La ecuación tiene la forma de una proporción. Formemos una 


proporción derivada: la suma de los términos de la primera 
relación es a su diferencia, como la suma de los términos de 









Ejemplo 4. 





nuevamente formemos la proporción derivada 


2 bio, 
22 (0442—00 ' 
а? 202, 20% 
те ш a? PSA 


Verificando vemos que la raíz obtenida satisface la ecua- 
ción dada. Si b= a, la ecuación inicial adquiere la forma 


Viga Va 


ViFi+Vai=V2ar2-V ax; 
2Va=2=0; Va—3=0; a—2=0; 2=4. 




















83. Sistemas de ecuaciones de segundo grado 
su resolución 


Si una ecuación de varias incógnitas se ha reducido a la 
forma que no contiene términos fraccionarios, y en ella se 
han realizado todas las simplificaciones posibles (apertura 
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de paréntisis, eliminación de radicales, paso de todos los 
términos al primer miembro, reducción de términos seme- 
jantes), tendremos que potencia de esta ecuación se denomina 
la suma de los ezponentes de las incógnitas del término de la 
ecuación en el que esta suma es la mayor; por ejemplo: 

а) la ecuación 22y? + 52? 4 бу — 20 = 0 ез де tercer gra- 
do, puesto que en el primer miembro la suma de los expo- 
nentes de х e y es la mayor e igual a 142 = 3; 


Б) la ecuación z5 + 2° == 3, después de eliminar los 
términos fraccionarios, adquiere la forma 

PY 3 y, 

o bien 

Lety y 2yt — 2? — By? =0, 

Esta es una ecuación de cuarto grado con respecto a las 
incógnitas z e y. à 

El sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas se llama 


sistema de sugundo grado, si siquiera una de las ecuaciones es 
de segundo grado, y la otra, no superior al segundo grado. 








Ejemplos. 
4 24 y42y—9 9 14344 2y=5, 
) Bz—y—1=0; 2 2+1=9, 





Resolver el sistema de ecuaciones con dos incógnitas signi- 
fica hallar todos los pares de valores de z e y que satisfagan 
simultáneamente ambas ecuaciones. Estos pares de valores 
de х е у se llaman soluciones del sistema. Por ejemplo, el 
sistema 


| Py 
2—у=1 





tiene dos soluciones: 
D) a=, n= 2 у 2) 2,2, р = 1, 


puesto que cada par de valores de las incógnitas z e y, des- 
pués de sustituirlos en las ecuaciones dadas conducen a 
identidades numéricas: 


1) (4 (2) 52) 22618 = 5; 5 = 5; 
-i =(=) 4 2-4 =4;1 
Examinemos la resolución de sistemas elementales. 
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Ejemplo 4. Resolver el sistema 
{ P+y+2y-9=0, 
32—у--1 


De la segunda ecuación expresamos у рог т; 
Sustituimos este valor de y en la primera ecnació) 
mos: 


at (8а — 1) + 02 (82 — 1) 0. 
Después de abrir los paréntesis y reducir los términos seme- 
jantes, tendremos 
#—1=0; 
а= i =i; 
n=-4y=2 
Ejemplo 2. Resolver el sistema 

z+ Bry 
{ 30 2у= 6. 
Descompongamos los primeros miembros de dichas ecuaciones 
en factores 

«(х-ЕЗу) = 18; 

у(8у-- 2) = 6. 
Después de dividir la primera ecuación por la segunda, 
obtendremos: 
®=3,6бох = Зу. 
En tal caso la segunda ecuación nos da 
3 + 30 = 6; = 1; 

n=l pet; 
z = 3, t, = 3. 

















$ 84. Métodos artificiosos de resolución 
de sistemas de ecuaciones 


En ciertos casos los sistemas de ecuación se resuelven más 
elegantemente que por el método de sustitución, si se recur- 
re a procedimientos especiales. 


Ejemplo 4. Resolver el sistema 
24y=5; 
2y=8, 
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Las incógnitas z e y se pueden admitir como raíces de la 
ecuación cuadrática auxiliar 22 — 52 + 6 = 0, de donde 
4 = 2; za = 3; puesto que es indiferente qué incógnita se 
ha tomado por z, y qué incógnita por 3, en total tendrems 
dos soluciones 


t = 2, 1, = 8 


и = 3, = 2 
Ejemplo 2. Resolver el sistema 
2—у=7; 
zy= —10. 
Representemos dicho sistema en la forma siguiente: 
24(-y=7, 
r(—y)=10. 


Al igual que en el ejemplo anterior, las incógnitas z y — y 
son raíces de la ecuación 2* — 72 + 10 == 0, es decir, z = 
= 2, z, = 5, de donde obtendremos dos soluciones: 
щд=2, т = 5; 
и = —5. у = —2, 
Ejemplo 3. Resolver el sistema 
{ 2+0 20, 

2у=8. 


Primer método. Multipliquemos la segunda ecua- 
ción por 2 y sumémosla con la primera; obtendremos 
(e + y? =36, de donde = ++ у = +ô. 

De este modo, dicho sistema es equivalente al conjunto de 
dos sistemas: 





cada uno de los cuales se resuelve como el sistema del ejem- 
plo 1. 
En total obtendremos cuatro soluciones: 
a=—40=-2%7=42=2% 
n=—%y=-4y=2%y=4 
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Segundo método. Elevemos la segunda ecuación 
del sistema al cuadrado; obtendremos: 
24 y =2, 

ар = 64. 





51 ропетоз 22 
и+ъ= 
{ шу = 64. 


Resolviendo este sistema igual que el ejemplo 1, hallamos: 


u = 16, de donde z = 4; 
ц =4, de donde y = + 2 


u; y? =v, tendremos: 





o bien 


шщ =4, de donde z = + 2, 
va = 16, de donde y = + 4. 


Puesto que los signos de las incógnitas z e y deben ser igu- 
ales, en total obtendremos cuatro soluciones. 


Ejemplo 4. Resolver él sistema 


2294 52y—18y*=0; 
{ 2041—12 


La primera ecuación del sistema es una ecuación homogénea 
de segundo grado, puesto que su primer miembro es un po- 
linomio homogéneo con respecto a las incógnitas z e y *), 
y el segundo miembro, nulo. 

Tal ecuación siempre tiene solución nula;.z =0; y =0. 
Sin embargo, el sistema no tiene solución nula, más aún, 
у ч 0, puesto que para y = 0 la segunda ecuación se redu- 
ce a una igualdad falsa — 12 == 0, Por lo tanto, ambos 
miembros de la primera ecuación se pueden dividir por y?: 


2 2 е 
25+57-18=0; 








*) Significa que todos sus términos son de igual potencia. Se denomina 
potencia dei monomio la suma de los ex; s do las incógnitas; 
ye ejemplo, cada úno de los monomios 5: ),5y son de segun- 

lo también es homo- 






ży; 
grado, por eso el polinomio 5x2 + 3zy — 0,5y' 





роо, 
ЁТ рйшош 4 — 2,злу +- 44? también es homogéneo, ya que todos 
sus términos son do tercer grado. 
El polinomio 2? — 5ғу + 3y no es homogéneo, puesto que los primeros 
dos términos son de segundo grado, mientras que el tercer término 
es de primer grado. 
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si ponemos $ = t, tendremos la ecuación cuadrática 
22 +5 — 18 = 0. 

cuyas raíces son 

= — =. 


De este modo, el sistema dado es equivalente al conjunto de 
dos sistemas: 


ds 2.2, 
Е En 
20+у:—12=0; 2y+y"—12=0. 


El primero de ellos no tiene soluciones reales, el segundo 
tiene dos soluciones: 


n=4y=2y2%=-4y=-2 





Ejemplo 5. Resolver el sistema 
Pay + yt 3; 
{ 202 —y 





El primer miembro de cada ecuación del sístema dado es un 
polinomio homogéneo de segundo grado con respecto a las 
incógnitas z e y (todos los términos de segunda dimensión), 
por eso es conveniente introducir una incógnita auxiliar +, 
suponiendo y = tz; en tal caso cada una de las ecuaciones 
del sistema dado después de la sustitución toma la forma 


(14 —+й@=3, 25(2 —1— б) = 5. 


Puesto que z 54 0, dividamos la primera ecuación por la 
segunda y obtendremos 





es una ecuación cuadrática con respecto a la incógnita 
auxiliar £; resolviéndola, hallamos: 


а= 15 а=. 


4 2 
Por lo tanto, y == бу =} 


A continuación vamos a resolver por el método de sustitu- 
ción dos sistemas más sencillos: 

у= раар 
{ y {у= jr 





En total obtendremos cuatro soluciones: 


E 
== 


ра=— = 





1, 





= —1 и 





$ 85. Método de resolución gráfica 
de un sistema de ecuaciones 


Además del método de resolución analítica de un sistema de 
ecuaciones con dos incógnitas se puede utilizar también el 
método gráfico. 

Construimos para cada ecuación del sistema dada la respec- 
tiva gráfica, es decir, la curva. Si las curvas se intersecan en 
el punto M, (x,; y), en tal caso las coordenadas del punto 
de intersección son las soluciones del sistema. En efecto, 
puesto que el punto de intersección pertenece a ambas cur- 
vas, por lo tanto, sus coordenadas satisfacen ambas ecua- 
ciones del sistema, siendo este par de números la solución 
del sistema. 


Ejemplo 4 
г 220-13, 
2y=8. 


A la primera ecuación del sistema le corresponde la circun- 
ferencia de radio r = Y/ 13 con centro en el origen de coor- 
denadas (fig. 44), a la segunda ecuación le corresponde la 
hipérbula equilátera cuyas ramas se encuentran en el pri- 
mer y tercer cuadrantes. Las curvas se шаман en cuatro 
Malos: M, (8; 2), M2 (2; 3), Ma (3; —2), М, (—2; —3). 
Do este modo el sistema tiene cuátro soluciones. 

El método de resolución gráfica posee la ventaja de que so 
aprecia inmediatamente la cantidad-de soluciones reales que 
tiene el sistema dado. 

Sin embargo, el método gráfico nos da sólo valores aproxima- 
dos de estas soluciones, de ordinario con la exactitud de 
hasta 0,1. Para obtener una alta precisión, hay que con- 
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Fig. 44. Fig. 45. 


struir las curvas en escala mayor, sobre papel milimetrado, 
lo que da lugar a una gran pérdida de tiempo. Precisamente 
ésta es la desventaja principal del método de resolución 
gráfica de las ecuaciones y sistemas de ecuaciones. 

Se entiende que las curvas deben trazarse en una misma 
escala, si con ello nos proponemos hallar las soluciones del 
sistema, 


Ejemplo 2. Resolver gráficamente el sistema 


pun 


En la fig. 45 se ha representado la hipérbola equilátera 
=2 y la parábola y=2*-+-F 2, las quo se intersecan 








en los tres puntos: Má Е M3: -4). 


М, (4; 2). 
Por lo tanto, dicho sistema tiene tres soluciones: 


= —4, h= n=l, 
n=>4, Y=—4, n=? 
La resolución del sistema dado por el método de susti- 
tución nos conduciría a una ecuación de la forma 


(а 2-5) =2 6247 —52—4=0. Esta es 
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una ecuación cúbica completa; los métodos de resolución 
de estas ecuaciones no se estudian en el curso de álgebra 
elemental. Hay que adivinar que el primer miembro de la 
ecuación se puede descomponer en factores: 


249 y 70 — 5r — 4 <= (ш — 1) (20 + 92 + 4) =0. 
Igualando a cero cada factor hallamos tres valores de = 


(t; 4 — 3) , en tal caso los respectivos valores de y los 
hallamos de la relación zy = 2. 

En este ejemplo el mótodo de resolución gráfica tiene un 
aspecto más natural que el método algebraico, puesto que la 
descomposición del primer miembro en factores requiere la 
aplicación de procedimientos artifici 





























A Ejercicios 
1. Resolver las ecuaciones: 
р 42-8455, 
FA 
2 4 2 
maty 
aie t 
zA З 
4) 2402—0020): 16) (-4V3) 24(2-V3)x=3 
5) 1242 (4—b)2—40b=0; 47) аг®+-2 (а) 'аба+ 
б) ба2--5те ++ тї <0, lbp =b; 
7) 56y +ay—a?= 0; 5+5, 341 
yn 0. 4 ta A 
) 1 01241: 19 et 1 же}, 
тары Up 


)1+h=k 


40) abz2— (0? 40%) 24 ab 
4 _a—b 04h, 
Mit 





3 8 
Wa FRA 








2. En un plano se han dado varios puntos dispuestos de manera 
que tres cualesquiera de ellos no se encuentran sobré una recta, Hay 
que determinar el número de puntos sabiendo que por ellos so pueden 
trazar en total 28 rectas distintas. 

3. Resolver el problema anterior en forma general, si en total se 
Pueden trazar m rectas diferentes. 

4. Una parcela de tierra de 375 m* tiene forma rectangular, uno 
de sus lados constituye el 60% del otro. Hallar estos lados. 
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5. El perímetro de uz rectángulo es de 85 cm, y su diagoñal, 32,5 ст. 
Hallar los lados del rectángulo. RS 

6. ¿Es posible un pipe convexo tal, en el que el número total 
do diagonales sea Igual a 42% 

7. ¿En qué poligono el número de lados ôs igùal al número total 
de diagonales? 

8. ¿Es posible un triángulo rectángulo tal, cuyos lados se expresen 
por tres números enteros sucesivos? ¿Por tres números sucesivos 
re o impares? 

"Bos turistas se dirigen simultáneamente a una ciudad que èo 
encuentra a la distancia de 30 km de ellos. El primero de ellos hace 
or hora 4 km mós, debido a lo cual Mega e la ciudad uns Bora entes: 
¿Cuántos kilómetros por hora hace cada turista? 


10. Una piscina se llena por intermedio de dos tubos en 1 + hora; 


el primer tubo por separado puedo llenar la piscina dos horas antos 
que el segundo tubo solo. ¿En cuántas horas cada uno de los tubos 
por separado puede Jomar la piscina? 

11. La distancia entre dos ciudades por río es de 80 km. Un barco 
asa esta distancia dos veces (hacia arriba y hacia abajo) en 8 h 
20 min. Determinar la velocidad del barco en agua muerta o ostan- 

cada, si la velocidad de la corriente es de 4 knvhora, 

42. La distancia entre dos estaciones ferroviarias es de 96 km. El 


tren rápido recorre este camino 2 de hora más rápidamente que 


el tren de pasajeros ordinario. Hallar la velocidad de cada tren, si 
se Sabe que la diferencia ontre sus velocidades es de 12 km/hora. 
13. Dos obreros trabajando juntos pueden cumplir una tarea dada 
horas. El primero de ellos por separado puede realizar ol mismo 
o 40 horas más rápidamente que el segundo. ¿En cuántas horas 
cada obrero por separado puede realizar la tarea? 
14. Si una cooperativa de producción vende mercadorías por 2688 ru- 
blos, recibiré tanto por ciento de ganancia cuantas centenas de rublos 
contiene la mitad del precio de costo de la mercadería. ¿Cuál es el 
precio de costo de la mercadería? 
15. Dos turistas A y B salieron simultáneamente de distintos lugares 
al encuentro mutuo. A) encontrarse resultó que A recorrió 240 km 
más que B. Si cada uno de ellos continúa su camino а la velocidad 
anterior, A llegará al lugar do salida de 2 después de 4 días, y Z 
llegará al Jugar de salida de 4 después de 9 días. ¿Cuántos kilómetros 
recorrió cada uno de ellos hasta ol encuentro? 
16. Un turista salió de A a B y hace un promedio de 8 km/hora, 
Cuando éste recorrió 27 km, desde B a su encuentro salió otro turista, 
uien recorría en una hora la vigésima parte de todo el camino de 
B'a A y so encontró con el primero después de tantas horas, como 
kilómetros por hora el mismo hace. Determinar la distancia de А a В. 
17. Un agrónomo estableció que com la existencia de una reser 
de semillas de 22,5 toneladas se puede plantar toda la parcela desti- 
nada a la patata. Durante la plantación se supo que las semillas 
eran selectas y por eso se puedo disminuir la norma de plantación 
propuesta, aproximadamente, 200 kg por hectárea. Esto condujo 
Bi umento do la superticio de siembra en 1 һа. д 
¿Cuál ha sido la norma de siembra de patata proyectada por hectárea 
y cuál es la superficie de la parcela ‘inicial 
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18. Hallar las raíces de las siguientes ecuaciones con la exactitud 
de hasta 0,01: 


1) 0,052? — 42 +7=0 3) 2,1722 — 1,8: — 1,06 = 
2) 0,015y2 + 2y — 8,75 4) 12% — 8,062 + 2,46 = 0. 
19. Formar la ecuación cuadrática si sus raíces son: 

1)3y5; b 

















da 90у 5; 10) 
зау 4; 7) ау 4 11) 24 V3 y 2-V3; 
-Ti 85 4, 144 V3 1-V3 
ГЕТЕ | 
03у IIT aT 








5) 0 y 6; Jo 


b; 13) a4- Vê y a— V5. 


20. Šin resolver las siguientes ecuaciones indicar cuáles tienen raíces 

Лев у cuáles no tienen; cuáles de las ecuaciones con raíces reales 

Taíces iguales; cuáles tienen ambas raíces positivas o ambas 
negativas: 


YA á4 4 





ула—:—14= 
2 2-9 — 2 8) 14y? + tiy — 3 
3) 22 — 16r + 48 = 0; 7) 26:49 = 0 
4) 48 0 8 и +у— 6 = 0. 
21. ¿Para qué valores del coeficiente m cada una de las siguientes 
ecuaciones tieno dos raíces iguales: 

4) 422 + me +9=0; 

2) mad + 42 +1 =0; 

3) at — 2 (1 + 3m) z +7 (3 + 2m) = 0? 











22. ¿Qué condiciones deben sat 
que la ecuación az? + bz + 
d) raíces reales positivas; 

2) raíces reales negativas; 

3) una raíz real positiva y otra negativa? 

23. ¿Qué valor tiene m si la ecuación 

2 22 — 2ax + m =0 tiene una raíz igual a a 
2 2 + mz — 18 = O tiene una raíz igual a — 
3) mz? — 15z — T = 0 tiene una raiz i ; 

4) y? + my + aè + 5a + 6=0 tiene una raiz igual a a+ 32 
24, Si las raíces de la ecuación z? + 3z + k = 0 las designamos 
POr z, Y zz, ¿qué valores hay que dar al parámetro k para que 





facer los coeficientes a, Б у е рага 
=0 tenga: 

















322-2; 
z, 
244 4=30 








25. ¿Para qué valores del término independiente —a las raíces de la 
ecuación 3214 2x — a = Ó son entro sí como 2: 3? 

26. Formar la ecuación cuadrática, cuyas raíces son iguales a (zı + 
Eza y la 20%, donde z, y za son raices de la ecuación azi + 
z + . 
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27. Resolver las siguientes eouaciones descomponiendo el primer 
miembro en factores; 

1) 2 — 221 — 452 
2 37 — 4 
3) 2 + а + 280 7+1=0; 

0 22—38 2+3 Ву уб — 2 =0. 

28. Formar la ecuación algebraica de grado inferior que tenga las 
siguientes raíces: 

4) 62у —3 4) —1; 2 3у 4 

2) 0 y tt; 5) a, by —< y de 

3) +2 y +3 

29. Resolver las ecuaciones: 

1) а +1 
2) 0 — 50 + 4 
3) us Ми +30 0; 


30, Resolver las siguientes ecuaciones irracionales y verificar las 


raíces obtenidas: 
; ву Уз—у: 


5) 2a — 5e + 2s — 5 = O; 
6) 2—8 = 0; 

















4) 3yt — 28y -+ 9 = 0; 
5) 0 — 38 —– 41 = 0. 





13+5Y2=: 





ue 9 УУ 5 у=; 

a -y Feiz; ж узуу 

ш) Ук _4—уө:. 
ТЕД у! 

2) As 


тубт! 





лу У:—4+ Ух Жї; 
в) Үз +1+Ү —{=5; 
9 ViF5=VEF- Vi; 
10) VIF10—VIF3= 























=VE-32; 
иу узт Vit: 
12) Vi VE 29 Иа: У 
=Уз 4 ү = > 
19 VTE; m Vety 
1) VEFz=2+ V3; У: ў 
15 + VB=2A=1; 27 МУ: 
16) =— 2522-4; a 


TA Sa 
28) 2242 VA PA= RG 
їл) a+ VETO =11; br Yara 
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31. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


2:1223: y; 


Е {унута 
v 


18) { Vi Y Emos 




















24+y=10, 
+4 Vaj 
6 
5 { #+у= ату; 
2441 20) т 
Mod и. zy E. 
» | рв 
афу 
y-1=2% 2) 
8) { 10205 
гу 
aoit, 22) ly: 
9) ( y 15 
2y=2. 
10) ати 12 23) 
zy-=2 
Mpa; үү ES 
MA sw [Y е 
42) 
{ 2) [и т EVF 5-7: 
48 20—2—у=9. 
| зуй 
24 6y=19; 
Е: 
so ® \ зуя 
=142 V/F. 
»{ 





32. El producto de dos púmeros es igual a 135, y su diferencia, igual 
a 6. Hallar estos números. 


33. La diferencia de dos números es a su producto cómo 1; 24, y 


1а 
suma de estos números es a su diferencia, como 5: 1. Hallar estos 
números. 
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34. La suma de dos fracciones mutuamente inversas es igual a 25, 


y su diferencia, igual a Š. Hallar estas fracciones. 
35. Resolver las desigualdades: 





ya 4<0, sE <a 

2) х%> 3—2; 6) |4—4]<5; 
3 8:—3> 224-4; 7) [25 |<4; 
4) 32447224505 8) 1922223. 


38. Resolver los sistemas de desigualdades: 
9 prci, 2 12—31<2, з 224+3>0. 
а——2>0. а+а>6. ® \ра—®+6|<2. 


CAPITULO VIH 


VECTORES 


$ 86. Segmentos positivos y negativos en el eje 


Supongamos dado el eje OP, es decir, una recta en la que 
se ha elegido el sentido positivo, el origen O y la unidad de 
escala 46). Tomemos una serie de puntos de este eje, 
por ejemplo, los puntos A, B, C, D, N. 

Los segmentos AB, CD, BC, AN, etc., que se encuentran 
sobre el eje OP, los vamos a diferenciar no sólo por su lon- 
gitud, sino también por el sentido: la primera letra A en 
la notación del segmento AB siempre se toma como origen 
del segmento, la segunda letra B designa el extremo del 
segmento. Al segmento AB se le atribuye el sentido hacia 
el cual nos desplazamos por el eje OP, recorriendo el seg- 
mento AB desde su origen A hasta el extremo B; si esta 
dirección coincide con el sentido positivo del eje OP, como 
se muestra en la fig. 46, el segmento se considera positivo, 
en el caso contrario, negativo. De lo expuesto se deduce que 
los segmentos AB, DC, NB son positivos; los segmentos 
BA, CD, BN son negativos. 


0 perivicion. El número .real, cuya magnitud absoluta 
es igual a la longitud del segmento АВ, tomado con 
signo positivo o negativo, según sea el segmento AB positi- 
vo o negativo, se llama magnitud algebraica del segmento. 
Las magnitudes algebraicas de los segmentos AB y BA son 
dos números opuestos. 

La longitud del segmento AB, tomado sobre el eje OP, la 
designaremos por | AB |. 

Para la magnitud algebraica no vamos a introducir una 
notación especial, recordando que este concepto tiene sen- 
tido solamente para los segmentos positivos o negativos 
(es decir, que se encuentran en el eje). Por ejemplo, por AB 
designamos al mismo segmento y a su magnitud alge- 
raica. 
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o нн нн ы, Ж 2 
IA Aa р 
4 3 
Fig. 46 
o A с СА 


Fig 47. 





Se llama (por definición) suma de dos segmentos AB y BC, 
tomados en el eje, el segmento AC del mismo eje (fig. 46). 
Es evidente, que la magnitud algebraica de la suma de los 
segmentos es igual a la suma de las magnitudes algebraicas 
de los segmentos sumandos, Si sobre un eje se ha tomado n 
puntos arbitrarios Aj, Az, Ay - - + Any Se lama suma de 
los segmentos A/42 + 4243 + A+ ++ + An-iÁn el 
segmento A;4, que une el primer punto A; con el último 
An (para n= 5, véase la fig. 47), 








87. Noción de vector 


En matemática, física, mecánica y otras ciencias se encuen- 
tran magnitudes de dos géneros: unas de ellas, por ejemplo, 
la longitud, la superficie, el volumen, la masa, la tempera- 
tura, la capacidad términa, etc., se determinan por núme- 
ros, que expresan estas magnitudes en las respectivas uni- 
dades de medición. Estas magnitudes se adi en llamar 
magnitudes escalares o simplemente escalares. 

Otras magnitudes, por ejemplo tales como la velocidad, la 
aceleración, la fuerza, la intensidad del campo electromag- 
nético, etc., además de sus valores numéricos tienen una 
dirección determinada. Estas magnitudes se laman magni- 
tudes vectoriales, Toda magnitud vectorial se representa en 
forma de vector, es decir, de segmento dirigido con una fle- 
cha en el extremo. Generalmente los vectores se designan 
por letras latinas minúsculas negritas: a, D, ...; sin em- 
bargo, cuando es necesario precisar que el origen del vector 
es el punto A, y el extremo, el punto 2, 10 designa- 
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Po 
< A 
D 
E 
Z 8 
Ёё д^ 
Fig. 48. Fig. 49. 


mos por AB. En la fig. 48 se muestran tres vectores 
AE 
ÄB, CÒ y EF. 
La longitud del vector AB (medida con la unidad de escala 


Sy 
adoptada) se llama su módulo y se designa por | AB |. Fre- 
cuentemente el módulo del vector a se designa por la misma 
letra a, pero con letra cursiva. Por ejemplo, en la fig. 48 


> эй = 
148 |= 3; 1С0 |= 2; [ЕЕ | = |а | = а = 5. 


Así, pues, el módulo de un vector es un número (escalar) 
siempre positivo, 

Dos vectores son iguales cuando tienen módulos iguales y la 
misma dirección. De esta definición se deduce que un vector 
se puede trasladar paralelamente a sí mismo, sin que 
varíe, 

Dos vectores con iguales módulos, pero dirigidos en senti- 
dos opuestos se llaman opuestos. En la fig. 49 los vectores b 
y e son opuestos. 

El vector, opuesto al vector a, se designa por — 





$ 88. Operaciones con vectores 


Por las reglas establecidas con los vectores se pueden reali- 
zar las operaciones aritméticas, como con los números, es 
decir, las magnitudes escalares. 

1, Suma de vectores. Tengamos tres vectores: a, b y e. Se 
denomina suma de estos vectores un vector construido según 
la siguiente regla (fig. 50,0). 


En un punto arbitrario A trazamos el vector AB =a: para 
ello trasladamos el vector a. paralelamente a sí mismo de 
manera que su origén coincida con el punto A; análogamen- 
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Pig, 50, 





te, en el punto B trazamos el vector BC = b; en el pun- 


> 
to C construimos el vector CD = ¢; se obtiene una línea 


37 
quebrada vectorial (línea poligonal) ABCD. El vector AD, 
que ya desde el origen del primer voctor hasta el extremo 
del último, se llama suma*) de los tres vectores dados (por 
definición). La suma de dos vectores a veces se construyo 
del siguiente modo: se llevan los vectores a un origen co- 
mún y se construye sobre ellos, como sobre dos lados adya- 
centes, un paralelogramo; entonces, el vector que va en 
diagonal, desde el origen común es, precisamente, su suma 
(fig. 50,b). 

2. Diferencia de veetores. Se denomina diferencia entre el 
vector a y el vector b un tercer vector e tal que sumado al 
vector b nos da el vector a. Tal vector se puede construir 
del siguiente modo: llevamos los vectores æ y b a un origen 
común (fig. 51). El vector que va desde el extremo del vector 
b al extremo del vector æ es precisamente la diferencia entre 
los vectores a y b. 


Observación. La diferencia del vector b se puede cambiar 
por la suma del vector opuesto — ð. El resultado será el 
mismo. Cabo hacer notar que si dirigimos los vectores а 
y b por dos lados adyacentes de un paralelogramo, el vector 


*) Se conoce bajo el nombre de resultante, (Nota del 7.) 
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Fig. 53. 


4 Za А Zarza e, 
a 5 


que va por una de las diagonales es la suma, y por la otra 
diagonal, la diferencia de los vectores dados. 

3. Produeto de un vector por un escalar. Multiplicar un 
vector a por un escalar m significa aumentar su longitud 
(módulo) m veces, conservando el sentido primario del 
vector si m > Q, ó variando este sentido por el opuesto si 
т< 0. En la fig. 52 se muestran los casos: 1) 2-2; 
2) a-(-4); 3) a-5. Para todo vector a se puede construir 
su vector unitario a”, que tiene la misma dirección que el 
vector a, y longitud igual a la unidad. Siendo así, por la 
regla de multiplicación de un vector por un escalar, tendre- 
mos 


а = а-а. 


Todo vector a es igual a su vector unitario a? multiplicado por 
el módulo del vector a, es decir, por el número positivo a. La 
notación a -2 y 2a significa lo mismo. Si la suma de vecto- 
res se multiplica por un escalar, cada vector sumando se 
puede multiplicar por esto escalar y luego sumar los resul- 
tados obtenidos. En la fig. 53 se muestra el producto de la 
suma de vectores (a + b) por el escalar 2; este producto se 


ha realizado de dos maneras: a) el vector AC = a + b se 
multiplica por 2 (la longitud aumenta dos veces); se obtiene 


el vector AC, igual a 2a + 26 (fig. 53, a); b) el vector AC, 
se ha obtenido como suma de los vectores Za y 20 (fig. 53,0) 


$ 89, Proyección de un vector sobre un eje 


Como sabemos, se Ilama proyección de un punto M sobre un 
eje el pie de la perpendicular MM, bajada desdë el punto M 
a ese eje, es decir, el punto My. 


=& 
Supongamos dados el eje Г у un vector arbitrario AB (fig. 54). 
Bajemos las perpendiculares desde el origen y el extremo 
del vector al eje; Sobre el eje obtendremos el segmento 4484, 
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Fig. 54. 


Бе 55. 





CD 4 A4B03 


cuya magnitud algebraica se llama, precisamente, proyección 
del vector AB sobre el eje 1. y se escribe del siguiente modo: 
proy ¡AB — A1B, 

8 beriición. Se llama proyección de un vector sobre un eje 
el número (escalar) que expresa la magnitud algebraica del 
segmento en el eje, limitado por las proyecciones del origen 


y del extremo de dicho vector. 
En la fig. 55 se muestra que 


zE 

ргоу АВ = A,B, = 3; 
=» 

proy CD = CD, = —4; 
> 

proy ¡EF =0, 


ы 
puesto que el vector EF es perpendicular al eje L Es evi- 
dente que, si el vector es paralelo al eje de proyección y 
tiene igual sentido que el eje, su proyección es igual a la 
Jongitud del vector; si el sentido del vector es contrario al 
eje 1. entonces 


proy ¡4 = —4. 


¿9 


2 Fig. 57. 
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Teorema 1. La proyección de la suma de vectores sobre 


un eje es igual a la suma de las proyecciones de cada uno de 
los vectores sumandos sobre el mismo eje. 


Є 





Mpexcsmmación. Supongamos que el vector AD es la suma 


de tres vectores: AD = AB + BC + CD (fig. 56). En tal 
caso, 


Sh 
proy ¿AD = A/D). 
Proyectemos cada uno de los vectores sumandos sobre el 
mismo eje: 

> > > 
proy ¡AB = A,By; proy ¡BC = B,C;; proy iCD = C,D,.(2) 
Sumando estas igualdades, obtenemos: 
роу 1 4 рюу BÈ + proy CD = A,B, + B,C: + 
+CD, = AD; 8) 
Los segundos miembros de las igualdades (4) y (3) son igua- 


les entre sí, por lo tanto, también lo serán'los primeros 
miembros: 


> > > > 
proy ¿AD = proy ¿AB + proy ¡BC + proy ¡CD. 


Observación. Frecuentemente el teorema que hemos demos- 
trado se formula también del siguiente modo: la proyec- 
ción de una quebrada vectorial (línea poligonal) sobre un eje 
es igual a suma de las proyecciones de cada uno de los com- 
ponentes de la quebrada e igual a la proyección del vector 


Ss 
de cierre o vector resultante sobre ese mismo eje. AD es el 
vector de cierre de la quebrada vectorial ABCD. 


Teorema 2. Рага еї ángulo dado о, formado por vector 
соп el eje 1, la relación de la proyección del vector a su módulo 
es un número determinado, independiente del módulo del 


> > 
vector. En la fig. 57 dos vectores, AB y AC forman un mismo 
ángulo a con el eje 1, además 


= 
proy ¡AB =AB,, proy ¡AC = AC). 
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De la semejanza de los triángulos rectángulos ABB, y 
ACC, tenemos 


LAB LAC. 


AB АС ' 9 


las proyecciones de los vectores se han tomado por el valor 
absoluto, puesto que en geometría los lados de los triángu- 
los siempre se expresan por números positivos. Empero las 
proyecciones AB, y AC, tienen el mismo signo (en la fig. 57 
ambas son negativas), por lo cual podemos omitir los signos 
de valor absoluto en la igualdad (4), y obtendremos 


АВ, _ АС, 
ABACO 


lo que se quería demostrar. 


Observación. Si AB-=4, AC = b; 

proy а = а, роу b = bn 

la confirmación del teorema se escribe así: 
а Ы 


ЖОК 


$ 90. Coordenadas de un vector 
Supongamos que en el sistema de coordenadas cartesianas 
(rectangulares) zOy se ha dado el vector OM (fig. 38). 


6 srriucios, El vector dirigido desde el origen de coorde- 
nadas hacia el punto arbitrario M del plano z0y, se llama 
radio vector del punto M y se designa por r; 


OM =r, 
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Proyectemos el vector y sobre el eje Oz y el eje Oy, obten- 
dremos 


ргоу х" = ОМ, = 


Se demuestra fácilmente que si el vector r deja de ser radio 
vector y se desplaza paralelamente a sí mismo en la nueva 





z Proy yr = ОМ. = ту. 


posición AB, sus proyecciones sobre los ejes de coordenadas 
no varían. Esto se deduce de la igualdad de los triángulos 
rectángulos AOM,M y AABN: 


1» |= 148 |, 
10м, |= 1448, 1, 


pero, dado que el sentido de los segmentos OM, y A,B; es 
el mismo, se puede prescindir del signo de valor absoluto: 


ОМ; = АВ, = ргоу x”. 

De tal modo, cada vector dado en el plano 20y tiene proyec- 
ciones completamente determinadas sobre los ejes de coor- 
denadas; también se verifica lo recíproco; dos proyecciones 
dadas sobre los ejes de coordenadas determinan completa- 
mente el vector. 


0 perinicion. Las proyecciones de un vector sobre los 
ejes de coordenadas se denominan coordenadas del vector. 
Las coordenadas del vector se admite en expresar por la 
notación: 


a= (y) 
donde x= proy xa, y = proy ya. La primera coordenada z 


puede llamarse abscisa del vector a, y la segunda coorde- 
nada y, ordenada del vector «. Las coordenadas del radio 


vector r =0M son al mismo tiempo coordenadas del punto 
M, es decir, extremo del radio vector. 

Si el origen del vector no coincide con el origen de coorde- 
nadas, las coordenadas del vector y las coordenadas del 
extremo del vector no son las mismas, pero, en tal caso, se 
cumple la correlación 


AB = (0, 0) = (гв Za. Yn— Ya)» 


puesto que х = ртоу „АВ = хр — тд, у = ргоу „АВ = 
= Ya — Ya, lo que se vo claramente en la fig. 58, 
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Teorema. Las coordenadas de la suma de dos vectores son 
iguales a la suma de las coordenadas respectivas de los vectores 
sumandos. 


Bl DEMOSTRACIÓN. Dado a= (2, yı}; b= {z2 y2}; hay que 
demostrar que € = (2; + Tz, y1 4 Y2}, donde e =a + b. 
Por el teorema de proyección de la suma de vectores sòbre 


un eje, tendremos 


ргоу «е==ргоу „(а + 5) = ргоу „@ + proy ¿b = 21 + Za, 
ргоу уе = proy (а + Б) = proy уа + proy yd = Yi + Yo 


Por lo tanto, € = (4 + Za Y + Y2} 


$ 91. Descomposición йе чп vector según 
los ejes de coordenadas 


Un vector arbitrario AB del plano de coordenadas 20y se 
puede considerar como suma de dos vectores dirigidos según 
los ejes de coordenadas. Para ello es suficiente proyectar el 


vector AB sobre los ejes de coordenadas (fig. 59). En tal 
caso obtenemos dos vectores proyecciones del vector AB 
sobre el eje Oz y el eje Oy, o sea, el vector AB, y el vector 


AB, la suma de ¡log cuales es igual al vector. AB: 
А,В, + А,Б, = АВ. 
Esto se deduce de la igualdad 


АВ, puesto que АМ = АВ NB = A,B, 





AN + NB 
8 bemsición, Los vectores AiD; y A,B, so llaman compo- 


pia 
nentes de un vector AB según los ejes de coordenadas. 
Tomemos sobre cada uno de los ejes de coordenadas un vec- 
tor que tenga la dirección del correspondiente eje: 

4 es el yector unitario del eje Oz, 

¿es el vector unitario del eje Oy. 

Supongamos que 


АВ = {ху}. 
10% 
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En tal caso según la regla de multiplicación de un vector 
por un escalar, tendremos: 


А, = тї, ABa = vj, 
АВА, ЛО - ri + yj, 
AB = ri + yj. 


Hemos obtenido una de las fórmulas fundamentales del ál- 
gebra vectorial : 
Todo vector del plano de coordenadas 20y es igual a la suma 


del producto de sus coordenadas por lus correspondientes vecto- 
res unitarios de los ejes. 


$ 92. Producto escalar de dos vectores 


>»Problema. Por acción de la fuerza F пп cuerpo realiza 
un movimiento de avance, lle manera que su centro de 
gravedad O se desplaza al punto M; además OM forma un 
ángulo de 60” con el sentido de acción de la fuerza (fig. 60). 
Calcular el trabajo realizado por la fuerza si | F | = F = 12 
kgf y OM =5 m. 
Si la dirección de la fuerza coincide con el sentido de des- 
plazamiento, el trabajo A es igual al producto del módulo 
de la fuerza por el camino recorrido. En este caso la regla 
no es aplicable puesto que la fuerza actúa bajo un 
ángulo. 
Descompongamos la fuerza F' en dos componentes: £, diri- 
gida según la recta OM, y 2", perpendiculor a F,. El trabajo 
lo realiza solamente la componente horizontal £;, su módulo 
(véase el triángulo rectángulo en la fig. 60) P, = F cog 60° == 


=12.5=6 (kg). por lo cual el trabajo realizado А = 
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Fig. 60. A a Я Р. 61. 





30 (kgm). En este problema hemos tenido dos 
l vector fuerza F y el yector desplazamiento 





ке 
OM. Fue necesario poner en correspondencia con ellos una 
cierta magnitud escalar, en este caso, el trabajo. 


© о=ғгмістох. Se llama producto escalar o interno del vector 
A por el vector b el producto de sus módulos por el coseno 
del ángulo que forman 
ab = ab cos p, 
donde q es el ángulo formado por los vectores a y b. 
De este modo, el trabajo es el producto escalar del vector 
fuerza por el vector desplazamiento: 


ОМ = 12-5 соз 60° = 12- 





= 30 (kgm). 





$ 93. Distintos problemas con vectores 
bProblema 1. Sobre los lados del rectángulo ABCD 
se han construido los vectores дв еа у вё = =b; Expresar 


mediante estos dos vectores dados el vector MB, si M es 
el punto medio del lado AD (fig. 61). 


Tenemos que: MB = MA + AD, poro MA =— 10; AB = 


=a, por eso MB = — $b + a. 


b Problema 2, Construir un vector e igual a 
2a — b. 


Construyamos un vector igual al doble del vector a (el ori- 
gen del vector es el punto arbitrario A). Lo sumamos con 
el vector contrario a] vector b, es decir, con el vector (—b) = 


н 





= BC. En tal caso el vector AC es igual a la suma 2a 4 
+ (—b) = 2a — d (fig. 62) 


ак 

> Problema 3. Dado el vector 48=a, siendo 
A (—2; 3), B (2; 6); hallar las proyecciones del vector sobre 
los ejes de coordenadas; el módulo del vector a y el vector 
unitario a° del vector a (fig. 63). 


La proyección del vector AB sobre el eje Oz es igual a la 
magnitud algebraica del segmento A,B,, que se encuentra 
sobre el eje Ôx. El segmento A,B; es positivo y de longitud 
igual a 2 — (—2) = 4 unidades. La proyección del vector 
sobre el eje de ordenadas es igual a 6— 

El módulo (la longitud del vector) es igual a 





|а|=а = Еа} ҮЖ+%=5. 


El vector unitario a° del vector dado a lo hallamos de la 
igualdad a = a°-a, de donde a° =$. 


>Problema 4. Demostrar que si a = (—1, 2), b= 
= {3, 3), entonċes e = a + b = (2, 5) (fig 64). 
Por el teorema de proyección dela suma de vectores tenemos: 
proy „(a + b) = proy „@ + proy b = — 1 +3 = 
Tomemos la proyección sobre el eje O; 
proy Ма +0) = роу и 4. роу 10 = 2463 = 5. 
Así, риез, с= а + 6 = (2, 5). 





Problema 5, Hallar la descomposición de AB según 
los vectores unitarios ¢ y J de los ejes de coordenadas, si 


A (—2; 3), B (4; 5) (fig. 65). 
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Fig 64. Fig. 65. 





Hallamos Jas coordenadas del vector A: 
proy AB = epn mal, 
роу „AB = ys — ya = 5—3 = 2, 

89 

AB=61+2 





Ejercicios 


1. Representar tres vectores cualesquiera y construir su suma. 

2. Trazar dos vectores arbitrarios a y d y construir un vector igual 
a la diferencia a —b.  * 

3. Sobre los lados del rectángulo ABC se han construido los vectores 
XB = a, BC = b, CA = e. da qué es igual lo suma a 4040? 
4. Comentar las siguientes igualdades vectoriales: (a + b) = (6 + a) 
(propiedad conmutativa), a + b + c = a + (b + c) = (a + b) + e 
{propiedad asociativa), {æ -+ b) m m + òm (propiedad distribu- 
tiva). 

5. Representar un vector arbitrario a y junto a él construir los vec- 








2 

6. Hallar la proyección del vector « sobre el eje que forma con el 
vector un ángulo de 120%, ві |а | = 8. 

7. Sobre los lados AB y AD del rectángulo ABCD se han trazado 
{desde el punto A) los vectores unitarios ¿ y J. Expresar por ¿ y j los 
vectores: AD, BC, CD, DA, A, BA, si la longitud de los lados 
de rectángulo es AB = 4, Ар = 6. 

8. M y N son los puntos medios de los lados CD y BC del rectán- 
gulo ABCD (véase el problema anterior). Determinar los vectores: 
АМ, AÑ y MY, expresándolos por los vectores unitarios фуу. 
9. En el origen de coordenadas se han aplicado tres fuerzas: OA, 


DB y BC, además A (0; —2), B (432), C (4-2. 


tores: ayi a (E): 2а. 
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Construir la resultante de estas tres fuerzas, hallar sus coordenadas 
y calcular la magnitud de la mísma, 

10. Demostrar que los puntos А (3, —1), ВО. 2), С, 1 
D (1; —2) son vértices de un paralelogramo. 

Observación. Los coordenadas semejantes de los vectores 
ppralelos son proporcionales, 

1. Dados tres vértices sucesivos del paralelogramo: А (1; 1), 
8 (4; 5), C(--2: 2); hallar las coordenadas del cuarto vértice D, 
opuesto, al vértice 'B, utilizando, el método vectorial, 

12, Dados los vectores a =26-+ 3j, 0 = 24 — 3j, hallar el produe- 
to escalar a+b. 

13. Utilizando el producto escalar hallar el ángulo entre los vectores 
a= 4i + jy b= 2i — 3j. 

14. Dados los vectores e = 34 + 57, b = 8i — 3J, hallar las proyec- 
ciones proy ¿a y Proy ab. 

45, Sobre los dos vectores a = (2, 1) y 6= (4, 5) зв 3а cons 
truido un paralelogramo; hallar el ángulo entre sus diagonales. 

16. Dado a Lò, además æ = {3, 4}; ð = (8, y}, hallar el número y. 
47. Verificar por el método vectorial que las diagonales del rombo 
se dividen en el punto de intersección por la mitad. 

18. Dados tres vectores: æ = {£1 y}, D= (£3 y2}, © = (23, уз), 
demostrar que (æ + b)-e = aʻe + bre. 


19. Calcular | 
mutuamente perpendiculares. 


2. Calcular ]a—-£2 














aa, si 8 y J son dos veclores unitarios 


y siJaj=1, |6/=2 y el óngulo entre 











los vectores æ y b es igual a 60°. 


CAPITULO IX 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
DE UN ANGULO CUALQUIERA 


$ 94. Gencralización del concepto de ángulo 


En la Geometría el ángulo se define como una figura forma- 
da por dos rayos que parten de un punto común; en este 
caso no se hace distinción entre los lados del ángulo: el 
ángulo AOB o el ángulo BOA se consideran iguales. Además, 
nunca en geometría se tropieza con ángulos negativos. 
Establezcamos un concepto más general sobre el ángulo como 
sobre una magnitud algebraica, que puede adquirir valores 
cualesquiera: positivos, negativos o nulo. 

Tracemos el eje OP desde el origen O y con un radio cual- 
quiera r describimos una circunferencia. Supongamos que 
esta circunferencia interseca al eje OP en el punto A 
(fig. 66). Si M es un punto arbitrario de la circunferencia, 


le corresponde el vector OM, el que en adelante denominare- 
mos radio vector del punto M. En tal caso, el ángulo 
AOM =a lo consideraremos formado por rotación del 


a 
vector OM en el sentido con 
agujas del reloj, desde la posi 
ción OM: 

ОА es el lado inicial del ángulo (lado fijo), 
OM es el lado extremo o final del ángulo. 






movimiento de las 
al OA hasta la posi- 


6 permición, El ángulo æ se considera positivo si está for- 


0 
mado por la rotación del vector OM en el sentido contrario 
al movimiento de las agujas del reloj, y negativo, si el vector 


Se 
OM gira en el sentido de las agujas del reloj. Sin embargo, 
a la posición dada OM del lado extremo le corresponde no 
+ 
sólo el único ángulo a: el vector OM que gira al principio en 
el sentido positivo el ángulo a, después de esto puede cum- 
plir cualquier número entero de revoluciones en sentido 
positivo o negativo, luego de lo cual su extremo resulta 
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ATA, 
Fig. 66. Fig 67 











invariablemente en el mismo punto fijado M, Por lo tanto, 
a la posición dada del lado extremo del ángulo le corres- 
ponde un conjunto infinito de ángulos tanto positivos como 
negativos. Todos estos ángulos se obtienen por la fórmula 
P =a + 360%, 

donde k es un número entero cualquiera, incluso 0: 

k=0 +1, 4243... 


Ejemplo. Si el radio vector OM se gira en sentido posi- 
tivo un ángulo de 20 con respecto al lado inicial OA, a tal 


posición del vector OM corresponden: a) los ángulos posi- 
tivos de 120”, 480” 840”, 1200”, ) los ángulos negati- 
vos de (— 240)", (6007), (— 96 ); Todos los ángulos 
enumerados están contenidos en la fórmula 

B = 120° + 360% 

cuando k =0, 1, 2, 3 para los ángulos positivos a) y cuando 
Ке — 1, — para los ángulos negativos b). 


$ 95. Medida en radianes de los ángulos 


Al medir los ángulos en grados se toma como unidad del 
ángulo aquel que es igual a 1/90 del ángulo recto y se llama 
grado angular (4?) 

En las Matemáticas, así como en otras ciencias (física, me- 
cánica, astronomía, etc.), se utiliza ampliamente una me- 
dida de ángulos distinta, denominada radian. 
Supongamos que a es un ángulo central, al que corresponden 
dos acros ANB y A:N B (fig. 67) de radios OA =ry 04; = 
= т. Si la longitud del arco ANB lo designamos por L, 
la longitud del arco AN/,B,, por l,, se demuestra fácilmente 
que 
И 
те 
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es decir, para el ángulo central œ dado la relación. dê la 
longitud del arco, sobre el cual se apoya, a la longitud: del 
radio es una magnitud constante, independiente de la medi- 
da del radio. En efecto, la longitud del arco, correspondiente 
al ángulo central, en a grados, será: 


яга 
+7 





ЕТА 
=w’ 








De la igualdad de los segundos miembros se deduce la igual- 
dad de los primeros: 
аа 


тр" 


lo que se quería demostrar. Designamos 2. 





O oerisición 1. El número a, igual a la relación de la lon- 
gitud del arco Z, correspondiente a un cierto ángulo central, 
a la longitud del radio r, se llama medida en radian del 
ángulo dado. 
En el sistema de medición en radianes se admite como uni- 
dad el ángulo, para el cual Z = r, en tal caso a = 1. Este 
ángulo se denomina radian, 


@ bermicion 2. Se denomina radian un ángulo central tal 
cuya longitud del arco es igual al radio. 
De este modo, 1) si la longitud del arco es igual a dos radios, 
el ángulo es de 2 radianes, 2) si 1 =<, el ángulo es igual 
a un tercio de radian. 
Observación. Frecuentemente en la literatura matemática 
по ве escribe «radian» sino sólo se sobreentiende; por ejem- 


plo, se escribe Z AOB = 4,5 en lugar de la notación comple- 
ta 40B = 155 radian, 


$ 9. Dependencia entre las medidas de ángulos en radianes 
y en grados 


Todo ángulo medido en grados se puede convertir en radia- 
nes y, viceversa, el ángulo medido en radianes se puede con- 
vertir en grados. 
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Hallemos en primer término cuántos grados contiene 4 ra- 
dian. Se sabe que la longitud de una circunferencia contiene 
2x1 radios, por lo tanto, 

360° = 2л (гай), 

180° = л (гай), 

de donde en 1 radian se tendrá 


180° 180° 10471, y 
A = 37 T 17'44,8". 


Соп menor precisión se tomará el radian igual a 57°48". 
Supongamos que a es la medida en grados de cierto ángulo; 
a, la medida en radianes del mismo ángulo; en tal caso se 
cumple la siguiente proporción: 
a:180= :л, 
de donde 

па 
а=. (0) 


Mediante la fórmula (1) formemos la tabla de las medidas 
en radianes y en grados de algunos ángulos 


90° g 135° | 150° | 180° | 270° | 360° 














En esta tabla so dan las medidas en radianes do los ángulos 
más usuales; además, esta medida está expresada mediante 
el número m, cuyo valor aproximado se puede tomar con la 
exactitud deseada. Por ejemplo, 30° =5 (rad), de donde 


30° м 4 (rad) 20,52 (rad), 30° м LG (ай) ж 


7 0,5236. (rad), etc. De la fórmula (1) se puede hallar el 
ángulo en a”; obtendremos: 








(2) 


La fórmula (2) nos da la medida en grados del ángulo según 
radianes. 


а= 


п 


Ejemplo. a = 0,3; hallar a°: 





Para una rápida conversión de cualquier ángulo medido en 
grados a radianes y viceversa existen las correspondientes 
tablas en todas las guías. 
Resolvamos dos ejemplos utilizando las tablas de cuatro 
cifras de V. M. Bradis.*) 


Ejemplo 1. Convertir en radianes el ángulo de 64°38". 
Por las tablas de Bradis hallamos: 





Ejemplo 2 Expresar en grados y minutos el ángulo de 
2,154 rad. Puesto que en las tablas de Bradis no existe tal 
ángulo, su medida en grados se hallará en dos etapas 
1,1537 rad =66%6' 

1,0003 гаа = 57°19' 


2,154 тай = 123°%25' 








$ 97. Longitud del arco de circunferencia 


De la fórmula a = 1/r (véase $ 77) se deduce que l = ra; 
en otras palabras, la longitud del arco de circunferencia es 
igual al radio multiplicado por la medida en radianes del 
ángulo central correspondiente a este arco. 


Ejem plo. Calcular la longitud del arco de circunferen- 
cia de radio r = 20 cm, si el arco contiene 34°18 (de arco). 
El ángulo central correspondiente a este arco también con- 
tiene 34°18" (angulares), pero 


34°48" = 0,5986 (rad), 
y por eso 
l = 200,5986 = 11,972 (em). 


$ 98. Definición de las funciones trigonométricas 
de un ángulo cualquiera 


El los cursos superiores de la escuela media se dan las defi- 
niciones de seno, coseno, tangente y cotangente de un ángu- 


*) Son las tablas logarítmicas para la escuela media. (Nota del 7.) 
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Fig, 68. 





Fig. 69, 


lo agudo œ como relación de los lados de un triángulo re- 
ctángulo (fig. 68): 
_ Catelo opuesto 








2 hipotenusa ' 
cateto adyacente 
cosa = q = poieni ' 
TE cateto opuesto 
ga= T = -catoio adyaconta ` 
igaz b _ cateto adyacente 





a ~ cateto opuesto ` 

Puesto que estas definiciones corresponden solamente a un 
ángulo agudo a (0 < æ < 90°), no se puede hablar de seno, 
coseno, tangente y cotangente de ángulos tales, como, por 
ejemplo, de 0°, 90°, 120°, puesto que el ángulo agudo de un 
triángulo rectángulo no puede tomar tales valores. 
Empero se puede dar una nueva definición de estas magni- 
tudes de manera que ellas correspondan a cualquier 
ángulo @. 

Tracemos dos ejes mutuamente perpendiculares Oz y Oy. 
Desde el punto de su intersección O con un radio arbitrario 
r describimos una circunferencia que corte al eje Oz en el 
punto A (fig. 69). 

Supongamos que M es un punto cualquiera de la circunfe- 


rencia, al que corresponde el radio vector OM = т = (2, у). 
El lado inicial del ángulo AOM = a se considerará siempre 
el lado OA, que se encuentra sobre el eje Oz, el lado extre- 
mo será OM. Notemos una vez más, que'a: és un ángulo for- 
mado por el vector т сод еї sentido positivo del eje Ол. 





O berixición 1. Se llama seno de un ángulo æ la relación de 
Ja ordenada del vector r al módulo del mismo vector: 


21 
senast. ч) 
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0 verivición 2. Se llama coseno de un ángulo œ ia relación 
de la abscisa del vector 7 al módulo del mismo vector: 


z 





соз@ ==. B 


@ perinición s. Se lama tangente de un ángulo a la relación 
de la ordenada del vector r a su abscisa: 
tga=2. (3) 
@ DEFINICION 4. Se llama cotangente de un ángulo a la rela- 
ción de la abscisa del vector + a su ordenada: 


a (4 


Está claro que el seno, el coseno, la tangente y la cotan- 
gente son números abstractos, Variando el ángulo æ las 
coordenadas x e y del vector varían, el módulo del vector 
permanece constante, y, por eso, sen dt, cos 2, tg a y elg a 
serán magnitudes variables dependientes del ángulo œ; 
debido a lo cual se llaman funciones trigonométricas del 
ángulo a. 





сща= 


y 


Observación 1. Además de las cuatro funciones trigonomé- 
tricas citadas, a veces se consideran dos funciones más. 





6 perivicion s. Se llama secante de un ángulo œ la magnitud 
inversa al coseno: 


6 (5) 


© perinición в. Se llama cosecante de ип ángulo æ la magni- 
tud inversa al seno: 








созес@ = . 
seca = тыт 





Observación 2. Si el ángulo a es agudo, las nuevas defi 
ciones de las funciones trigonométricas coinciden con las 
anteriores, puesto que ambas coordenadas x e y son positi- 
vas y catetos del triángulo rectángulo con el ángulo 
agudo æ. 


Observación 3. Basándonos en el teorema demostrado res- 


pacto a que Та relación de la proyección del vector sobre un 
eje al módulo del vector no depende del módulo del vector 
(véase el teorema 2 del $ 89), se pueden dar definiciones 
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más sencillas del seno y del coseno de un ángulo æ. Tomando 
como 7 el vector unitario, es десїг, г == | т | == 1, оМеп- 
dremos 


sn = y; соз 2. 


Se llama seno de un ángulo æ el número que expresa la orde- 
nada y del radio vector unitario, y coseno de un ángulo a, 
el número que expresa la abscisa z del radio vector unita- 
rio. Tal interpretación del seno y del coseno es conveniente 
para estudiar sus variaciones al girar el radio vector uni- 


tario r = OM en el sentido contrario a las agujas del 
reloj. 


Corolario, De las fórmulas (1) y (2) se deduce 
que z =r cosa, y = r sen a, donde æ es un ángulo arbi- 
trario, En adelante utilizaremos estas igualdades, 


— 


99. Signos de las funciones trigonométricas 


Los ejes de coordenadas Oz y Oy dividen la circunferencia de 
radio unitario en cuatro partes cada una de las cuales se 
Mama cuadrante. En la fig, 70 se muestra la numeración de 


los cuadrantes. Supongamos que el vector variable е = О 


gira desde la posición inicial, coincidente con el vector OA, 
en sentido positivo y cumple un giro. Por lo tanto, el ángu- 
lo a en este caso varía де 0° а 360° (en radianes de 0 а 2л). 
Veamos a continuación cómo varían durante la rotación del 





vector OM los signos de sus coordenadas z e y, puesto que 

de los signos de las coordenadas dependen los signos de las 

mismas funciones trigonométricas. 

a) La ordenada y se conserva positiva hasta que el extremo 
=> 


del vector OM, eş decir, el punto M, se mantiene en la mi- 
tad superior de la circunferencia. Cuando el extremo del 
vector describe la mitad inferior de la circunferencia, la 
ordenada y es negativa. Por lo tanto, el seno es positivo 
para los ángulos que terminan en los I y II cuadrantes, 
y negativo para los ángulos que terminan en los III y IV 
cuadrantes. 


b), La coordenada z del vector OM es positiva si ol extremo 
ш 
dol vector OM se encuentra en la mitad derecha de la cir- 
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eunferencia, lo que corresponde a los ángulos que terminan 
en los I y IV cuadrantes. Si el extremo del vector rotatorio 


Es 

OM describe la mitad izquierda de la circunferencia, lo que 
corresponde a los ángulos que terminan en Jos Пуш 
cuadrantes, la coordenada z es negativa, De este modo, los 
cosenos de los ángulos que terminan en los I y IV cuadran- 
tes son positivos, y en los II y II cuadrantes son negativos. 
c) Conociendo los signos de las coordenadas z e y del vector 
r, se establecen fácilmente los signos de la tangente y la co- 
tangente de cada cuadrante, puesto que por definición lg a = 


+. De aquí se deduce que la tangente y la cotangente son 


positivas en los cuadrantes en que ambas coordenadas del 
vector son de signos iguales, lo que ocurre para los ángulos 
que terminan en los 1 y I1I cuadrantes. En los II y IV cua- 
drantes la tangente y la cotangente son negativas, puesto 
que z e y son de signos contrarios. 

Como resultado del estudio del signo de las funciones tri- 
gonométricas tendremos la siguiente tabla: 


Cuadrante 
rja |m fe 


Función DN 





sen a „|+|-|- 
cos a +|]-|-|-+ 
tga A 
cig a к|-|+|]- 


Observación. El signo de secante coincide con el signo de 


coseno, y el signo de la cosecante, con el signo de seno, lo 
que se deduce de las definiciones 5 y 6 del $ 98. 
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al 
de 





100. Variación de las funciones trigonométricas 
variar el ángulo æ en los límites 
la primera circunferencia 


Analicemos la variación de cada una de las cuatro funciones 
trigonométricas por separado al variar el ángulo de 0 a 
360° (де 0 а 2л). Para ello lo más sencillo es partir de la 
circunferencia unitaria, para la cual (véase el $ 98) 

sen æ = y; соз @ =з т. 

2, Variación dol seno. Si el ángulo a crece de 0° a 90°, el 
зеп @ crece de O a 1 (fig. 71). Con el crecimiento ulterior 
del ángulo de 90° a 180° 6l seno decrece de 1 a O. En el DIT 
cuadrante con la variación del ángulo de 180° a 270° el 
seno continúa decreciendo de 0 a — 1. En el IV cuadrante, 
al variar el ángulo de 270° a 360° el seno crece de —1 a 0 
2. Variación del coseno. En la fig. 72 se muestra la varia- 
ción del coseno: en el I cuadrante al crecer el ángulo œ de 
0° a 90° el coseno decrece de 1 a 0; еп е1 11 cuadrante con el 
crecimiento del ángulo a de 90% a 180° el cos a: continúa 
decreciendo de 0 a — 1; al variar el ángulo a de 180” a 
210" el cos a crece de — 1 4.0; por último, en el IV cuadran- 
te al variar el ángulo æ de 270° a 380° el coseno crece de 0 a 1. 


3. Variación de la tangente. Por definición tga = У. 


Para representarnos claramente la variación de la tangente 
tratemos de tomar para cada ángulo a, sobre un cierto eje, 
un segmento, cuya magnitud algebraica es igual a L, es 
decir, igual a tg a. 

Construyamos una circunferencia de radió unitario. En el 
extremo del radio OA, que se encuentra sobre el eje Oz, 
trazamos la tangente AT, cuyo punto A tomamos como ori- 
gen de lectura de los segmentos. Como sentido positivo del 


D 
Fig. 7l. Ра Fig. 72. 














Y 











Fig. 73. Fig. 74, 


eje AT tomamos el sentido desde el punto A hacia arriba 
(fig. 73). 


Supongamos que el vector OM forma un ángulo a con el eje 
Oz. Continuamos la recta, en la que so encuentra el vector 


OM hasta cortar el eje AT en el punto N, obtenemos el 
segmento AN sobre el eje A7. Demostremos que su magni- 
tud algebraica AN es igual a tg a. Si el ángulo a termina 
en el I cuadrante, el segmento ON es positivo. De la seme- 
janza de los triángulos OM,M y OAN se deduce la propor- 
ción Ж = фу, 6 # = АМ, es decir, tg a = AN. 

Si el ángulo a termina en el 1] cuadrante (fig. 74), el seg- 
mento ÁN es negativo. En este caso, las coordenadas del 





vector OM tienen signos distintos, y por eso, su Felación es 
un número negativo, Por lo tanto, los números 2 y AN tienen 
signos iguales; queda solamente demostrar la coincidencia 
de sus valores absolutos. De la semejanza de los triángulos 
rectángulos OMM; y OAN (ambos tienen el mismo ángu- 
lo agudo), tendremos: 

ММ} АМ] 
Гот" 
(la razón de las magnitudes absolutas de dos números es 
igual a la magnitud absoluta de su relación). Suprimiendo 
el siguo de maguilud absoluta, obtendremos L = AN, es 


decir, tga = AN. 














Fig. 15. Fig. 76. 


Proponemos a los lectores verificar el cumplimiento de la 
igualdad tg a = AN (véase las figs. 73 y 74) cuando el án- 
gulo termina en los 111 y IV cuadrantes. 

A continuación se establece fácilmente lo siguiente. 

1) Si el ángulo a creco desde 0° hasta 90°, la tga = AN, 
permaneciendo positiva, crece ilimitadamente a medida que 
el ángulo a tiende al ángulo de 90” y deja de existir para 


> 
а = 9°, puesto que el vector OM deviene paralelo al eje 
AT. Convencionalmente se escribe que 
tg A —> -+ œ para a — 90°. 
3 Al crecer el ángulo a desdo 90” hasta 180” la tangente se 
8 г signo negativo, y su valor absoluto decrece hasta O 
ig. 74). 
3) Puesto quo (véase la fig. 73) tg a = tg (180° + a), al 
variar el ángulo a desde 180? hasta 270° la tangente varía 
de igual modo que en el I cuadrante. 
4) Análogamente la variación de la tg a en el IV cuadrante 
в la їз que en el ЇЇ, lo que se puede apreciar de la 
ig. 74, 
4. Variación de la cotangente. Por analogía con el punto 
anterior, tomo eje tomamos la tangente BL trazada a la 
circunferencia unitaria en el extremo del radio OB, que se 
encuentra sobre el eje Oy. El punto B es el origen de lectura 
de los segmentos, por sentido positivo se toma el del punto 
B hacia la derecha (fig. 75). En tal caso, BP = ctg a, donde 
P es el punto de intersección de la recta, en el que se encuen- 


y 
tra el vector OM, con el eje BL, La demostración de 
esto la reducimos a la suposición de que el ángulo a ter- 
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mina en el cuadrante I; el análisis de los tres casos que que- 

dan los dejamos a los lectores (véase las figs, 75 y 76) 

En realidad, de la semejanza de los triángulos rectángulos 

OMM, y OBP se deduce la siguiente proporción 

ОМ, _ВР „ 2 _BP 1 
z 0 


SS 2. 


MM ~ OB 


De este modo, = BP, es decir, ctga = BP. 


Ahora se estudia fácilmente la variación de la cotangente al 
variar el ángulo. 

1) Para a = 0 el segmento BP es paralelo al eje Oz, por 
lo tanto, el ángulo de 0° no tiene cotangente. 
Supongamos que æ varía desde 0° hasta 90°, en tal caso el 
segmento BP, manteniéndose positivo, disminuye desde los 
valores infinitamente grandes hasta O (véase la fig. 75). 

2) Al variar el ángulo desde 90? hasta 180% el segmento BP 
crece ilimitadamente en valor absoluto, conservando su 
signo negativo (fig. 76). Por lo tanto, la cotangente sigue 
decreciendo, desapareciendo рага о: == 180°, lo que con- 
vencionalmente escribimos así: ctg a > — оо cuando a —> 
3) Si el ángulo a varía desde 180" hasta 270", la сі о varía 
de igual modo que al variar el ángulo a desde 0* hasta 90°, 
es decir, decrece desde оо hasta 0. Esto se debe a que 
ctg a = сїр (180° 4 a), lo que se comprueba con facilidad 
geométricamente (véase la fig. 75). 

4) Análogamente al variar el ángulo desde 270° hasta 360° 
la cotangente varía de igual modo que al variar el ángulo 
desde 90° hasta 180° (véase la fig. 76) 


$ 101. Construcción de un ángulo por el valor dado 
de una función trigonométrica 


Veamos en los ejemplos la construcción del ángulo т, 





Ejemplo 1 seng =$ 
Dividamos el radio de la circunferencia OB =1 en tres 
partes iguales (fig. 77). A la distancia de 2/3 del punto О 
trazamos una perpendicular a OB hasta cortar la circunferen- 
cia en los puntos M y M4. Obtendremos los dos ángulos 
buscados: 


LAOM = а y ZAOM, = az. 
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Ejemplo 2.sena= 





т. 
En la fig. 78 se muestra una construcción análoga a la des- 
cripta antes. Obtenemos dos ángulos: el primero, q,, ter- 
mina en el [I] cuadrante; el segundo, œz, termina en el JV 
cuadrante. 


Ejemplo 3. cosa=4. 

Dividamos el radio horizontal QA = 1 (fig. 79) en cinco 
partes iguales. A la distancia de 4/5 del punto O trazamos 
una perpendicular a OA hasta cortar la circunferencia en los 
puntos M y My; obtendremos dos ángulos œ; y œz que ter- 
minan en los cuadrantes 1 y IV. 


Ejemplo 4 cosa => 07 =— 5 


La construcción está dada en la fig. 80. Obtenemos dos án- 
gulos: el primero, œ, termina en el II cuadrante; el se- 
gundo, œg, en el III cuadrante. 
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Fig. 81 








Ејетр1о 5. ша = 1,5 = 


Construyamos una circunferencia arbitraria y tracemos el 
eje de tangentes A7 (fig. 81). Sobre el eje de tangentes, 
desde el punto de tangencia А, trazamos en sentido positivo 
el segmento AN, igual a un radio y medio; unimos el punto 
N con el centro de la circunferencia y OM lo continuamos 
hasta obtener el segundo punto de intersección M,. En tal 
сазо, о, = /АОМ у ад = ZA0M, son los ángulos bus- 
cados. 





Ejemplo 6. ша=—4{. 

La construcción es análoga a la anterior y está dada en la 
fig. 82. 

Obs n 1. La dualidad de las respuestas deja de ser 


Tigurosa, si sobre el ángulo a se impone una limitación; 
por ejemplo, 





tga=—< (00°<са< 180%). 


Ahora el ángulo a debe tomarse sólamente del segundo cu- 
adrante (ángulo a, en la fig. 82). 
Observación 2. La construcción de un ángulo por la secante 
y la cosecante puede ser sustituida por la construcción se- 
gún el coseno y el seno. Por ejemplo, si la seca = 2, 
6 -1 =2, entonces cosa = g+ 





cosa 


Exactamente de igual modo по es necesario construir un 
ángulo por la cotangente. De la igualdad ctg æ = $ se dedu- 
5 


ce que tga = 





$ 102. Valores de las funciones trigonométricas 

de ciertos ángulos 
En adelante tropezaremos frecuentemente con ángulos tales 
como 0°, 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 270°, 360°, o en radia- 


nes, 0, 2,2, 5, E, n, dx, 2n. Se recomienda memorizar 





los valores de las funciones trigonométricas de estos ángu- 
los. Aclaremos como se han hallado los números puestos 
en la tabla: 









Angulo a. 


sor | seos | 270° | 280° 
Denoml- 
nación de 
ln función 





ra= cosa 




















No 
existe] 


0 


0 No 


existo 











Stipongamos que æ = 30, es decir, el radio vector OM de la 
circunferencia unitaria formá un ángulo de 30” con el eje 
Oz; ambas coordenadas son positivas y son los catetos de un 
triángulo de hipotenusa r=1. 


Por lo tanto, 2° + yè = f. Empero y =4 (el cateto opu- 
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esto al ángulo de 30? es igual a la mitad de la hipotenusa), 
y por eso, 


- (+) 


Por lo tanto, sen30%=-+, cos30°= У®, w= 








-Y3 
=% 





Do igúal manera se pueden calcular los valores de las fun- 
ciones trigonométricas de los demás ángulos, que recomen- 
damos que lo hagan los lectores. 


$ 103, Dependencias entre las funciones trigonométricas 
de un mismo ángulo 
Supongamos que æ es un ángulo arbitrario formado por el 


vector OM con el eje Ox, en tal caso 
mal; csa=t. o 


Elevemos al cuadrado las igualdades (1) y sumemos 
miembro a miembro: 





A 
анай 
4 
сова = тт 
iTi 
senta +eosta= 447 B 





a 


Pero las coordenadas de los vectores z e y, tomadas en valor 
absoluto, son las longitudes de los catetos; la suma de sus 
cuadrados es igual al cuadrado de la hipotenusa: 


pyp, 
debido a lo cual, la igualdad (2) toma la forma 
sen? a + costa = 4, (3) 


La suma de los cuadrados del seno y del coseno de un mismo 
ángulo es igual a 1. 


Por definición tg a =-2; la magnitud de la fracción 4 no 
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varía si dividimos el numerador y el denominador por el 
número r: 





r 
ша=те-- 

F 
a. (4) 


La tangente de un ángulo es la razón del seno de este ángulo 
al coseno del mismo ángulo (so supone que cosa + 0). 


Por definición ctg a =. Empero, 





z 
z 
r 


Por lo tanto, 


cigan tE, 9 





La cotangente de un ángulo es la razón del coseno de este ángu- 
lo al seno del mismo ángulo (sen a 72 0). 
Si a las identidades (3), (4), y (5) agregamos dos más, 





1 
sha» (6) 
1 
сокса ta, m 


entonces obtenemos cinco relaciones mutuamente indepen- 
dientes entre seis funciones trigonométricas de un mismo 
ángulo, Deduzcamos algunos corolarios de las igualdades 


(3) — 
1) Mulliticando las igualdados (4) y (5), obtendremos: 
tg a-ctga=1, 
o bien 
1 
oga=- 2 


a” 
La cotangente de un ángulo es la magnitud inversa de la tan- 
gente y viċeversa, 
2). Dividiendo ambos mìembros de la igualdad sen* a + 
+ cos * a = 1 por cos? a; obtendremos: 
senta 1 
ti зг 
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Basándonos en las igualdades (4) y (6) tendremos: 

tea +41 = зе а, 

De un modo semejante dividiendo ambos miembros de la 
igualdad (3) por sen” a, obtendremos: 

1 + сір? а = созес? о. 


$ 104. Cálculo de los valores 
de todas las funciones triginométricas 
por el valor dado de una de ellas 


Ejemplo 1. Dado: sen a =0,6, hallar los valores de 
todas las demás funciones. 
1) Inmediatamente se puede hallar el valor inverso del seno, 


1 
es decir, del cosec a = = 


+. 
2) De la correlación sent a + cos* a =1, hallamos: 
соз = +} 1—(0,бу* = 64 
El doble signo +lo escribimos puesto que no se sabe en 


qué cuadrante termina el ángulo æ. 
3) Hallamos la magnitud inversa del coseno: 








4) Do la identidad 3202. — tgo hallamos la tangente: 





5) Por la tangente hallamos la maguitud inveisu a ella: 
5 
gasy 


Observa 
lo a, se 





Si se sabe en qué cuadrante termina el ángu- 
ina la dualidad en los signos, 





Ejemplo 2. tga = — 2,4 (90° < а <: 180. Calcular 
los valores de las demás funciones trigonométricas. 


1 10_5 


4) ctga 
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парат 


2) De la relación 14 tg?a=secta hallamos: 








Е 
4) Do la identidad 2012 = (о во deduce que sena= 


=cosa tga; do donde 


sena=(— E 2,4)= в. 





Más adelante se da Ia tabla en la que cualquiera de las cua- 
tro funciones, sen a, cosa, tga y ctga, está expresada 
por cualquiera de las tres restantes, suponiendo que no se 
señala en qué cuadrante termina el ángulo æ. 

Se recomienda a los estudiantes componer individualmente 
esta tabla. 





sena cosa ма ciga 











ч 
song sna [eVa E І 


У Иса 1а 





1 ctga 


соза ЕУ зела] соза Vialia 








соза 4 
Y I=cost0| tga 

















$ 105. Distintos ejemplos y problemas 


sen acosa 


Ejemplo 4. Calcular el valor de la fracción ara 


ale 


рага іра = 
Dividamos el numerador y el denominedor de dioha fracción 


рот соз а (соз а = 0), рог lo que la magnitud de la frac- 
ción no varía; obtendremos: 


шаі 
чан 





аа ша £+ 
Ejemplo 2 Dado: 
iga + ctga = p, ч) 


hallar la suma tg? a + ctg’ æ 
Elevemos ambos miembros de la igualdad (1) al cuadrado: 


tg? a + ctg? a + 2tg a-ctg a = р?, 
Na ol 


2 
de donde 


ga + сі? а = p’ — 2. 
Ejemplo 3. Demostrar que la fracción 


sona tg a 
cosa paga 


no puede tomar valores negativos. 
Transformemos dicha fracción: 














osati 
snatiga matag A ево | so a. ) 
cosa pogo y 00 cn (E mati 

зепа sona 


n enta ieoa 


a ia 20 








senda 1+соза 
puesto que ambos factores xs Y Tien 


negativos, su producto tampoco es negativo. 
Ejemplo 4. Hallar el ángulo 5(0<а<+{), si 
Ззоп 2 = 2с08' z. Tenemos 

3 sen z = 2 (1 — sen? 2), 





no pueden ser 


o bien 
2 sen? z -} 3 sen z — 2 = 





Esta es una ecuación de segundo grado con respecto a 
sen z: 


(en z), = =E VET, 








sen zy —2 (no es posible), 


senta = 





El ángulo agudo buscado s=- (rad), ó z=30. 


$ 106. Demostración de identidades 


En la Trigonometría se tropieza frecuentemente con dos 
expresiones de diferentes aspectos, pero, que para todos los 
valores admisibles de los ángulos adquieren iguales valores 
numéricos. Estas dos expresiones se llamau idénticas. Para 
cerciorarnos de que la igualdad dada es una identidad, o 
como suele decirse, demostrar la identidad, de ordinario se 
transforma un miembro de la igualdad y se reduce éste al 
otro miembro. Veamos algunos ejemplos. 


Ejemplo 4. Demostrar la identidad 
(sen a + cos a)? 4 
gaseosa 
Reducimos el primer miembro al segundo: 


(воп а + соз ш)? —1 _ senta +0os* +2 sena cost 
ciga— sen a.cosa сова Е 
зета 


=2tg a. 








— sen æ cos œ 


2зеп?а 
созї аг 


2sen a cosa 


=p a, 





EE) 


sena 





El primer miembro de la igualdad inicial se convirtió exacta- 

mente en una misma expresión qué la del segundo miembro, 

con lo que se demuestra la identidad. 

Ejemplo 2. Demostrar que 

2—cosc? g 

тфа 
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— coseta +i = ctga. 


Reducimos nuevamente el primer miembro. como el más 
complejo, al segundo; además, expresamos todas las fun- 
ciones trigonométricas por la cotangente: 











2— coso? a а 
"шшс tad 
а са бш» 
— (cosecta—1) ташы 
тва 
gai toga) оаза 
=ctga+ctg’a— ctg? a = ctg a. 
Ejemplo 3. Demostrar la identidad 
tgřa— senta = tg’a-senta. 
Reducimos el segundo miembro al primero; 
5 ma ng ina anig 
tg’asen? a= org senta = ra sena 
fills 2 Sna dá š 
= (uz 1) sen a senta teta —snta, 


En ciertos casos al demostrar las identidades conviene trans- 
formar ambos miembros a una misma expresión. 


Ejemplo 4. Demostrar la identidad 


1 senta a) 


1 
атата aga va” 








Representemos dicha identidad en la siguiente forma: 


1 sen?a 1 
соза a da ga a 





Transformemos el primer miembro; 
senta _ зептсо?ж-{1—зеп?@ _ 


1 
CN 


зеп а 008? a q cosi a 





Transformemos el segundo miembro: 





1 1 cosa _ 
sea=tga 1 sema Isma 
cosa — tosa 
_ _cosa(i+sona) _ _cosa(i+sena) {за 
11 зев а) (зева) ña “ез, 
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Con esto la identidad queda demostrada. 


$ 107. Reducción de funciones trigonométricas 
de argumento negativo a funciones 
de argumento positivo 


Supongamos que el vector OM forma con el eje Oz un ángu- 
lo a; el vector OM”, el ángulo (o) (fig. 83; OM = 1); еп 
tal caso 

sen a = OMi; sen (—a) = OM». 

Las proyecciones OM, y OM, son iguales entre sí en valor 
absoluto, pero de signos contrarios; por lo tanto, 

OM, =—0My, 

o bien 

sen (—a) = — son a. 

Los puntos M y M' son simétricos con respecto al eje Oz, 


es decir, se encuentran sóbre una perpendicular al eje y a 
igual distancia a ambos lados de él, por eso, los vectores 


OÑ y OM" tienen la misma proyección sobre el eje 0%; por 
lo tanto, 
соз (—@) = cos а. 
Ahora deducimos fácilmente que: 
son(— 








te (~a) = (а ена a, 





soc (—a 





cosec (—a) = ау ата sa. 


De este modo, el signo menos en el argumento del coseno y 
de la secante se puede simplemente omitir, en tanto que el 
signo menos del seno, de la tangente, la cotangente y la 
cosecante se pone ante la notación de la misma función. En 
otras palabras, у = соз х es una función par ($ 50), en 
tanto que y =senx, y =1gx e y = ctg z son funciones 
impares. 
Ejemplos. 

P e e vi 
4) sen (— 120”) = —sen 120* =—sen 60” = ——7; 
2) cos (—210°) = сов 210° = сов (180° 4- 30°) = 


= 00880 = 2; 
3) 8 (7) =-47=-4 


4) cosec (300%) = —cosec 300” = —cosec (860°—60°) = 
= созес 60° = 






$ 108. Fórmulas de reducción 


En este párrafo se darán las fórmulas, por las cuales los 
valores de las funciones trigonométricas de cualquier ángu- 
lo a, que no exceda los límites 0*< æ < 360", se pueden 
expresar por los correspondientes valores de las funciones 
trigonométricas de un ángulo agudo. Estas fórmulas se 
Maman fórmulas de reducción. 

1. Fórmulas de reducción para los ángulos que terminan 
en el II cuadrante, Todo ángulo, que termina en el II cu- 
adrante, se puede representer o bien como una suma de 
80" + a o bien como una diferencia de 180° — а. Рог eje- 
mplo, 

415° = 90° + 25°, 115° = 180° — 65°. 


De acuerdo a estas dos formas diferentes de representación 
de un mismo ángulo obtenemos dos seriea de fórmulas de 
reducción. En la fig. 84 se han representado dos circunferen- 
cias de radio unitario; en la primera de ellas se ha trazado 
un ángulo de 90° + œ, en la segunda, un ángulo a. 
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m —. 
Supongamos que OM = {х, у), ON = (24 Yo; 

зеп (90° + а) = ОМ, = у, 

cosa = ON, = zy 

De la igualdad de los triángulos rectángulos OM,M y 
ол se deduce que |0M,|=|0,N,[,61y|= 
=|% 1 

Eliminando el signo de magnitud absoluta, ya que y y ty 
son positivos, obtenemos y = ту, о хеп (90° + a) = cos æ. 
De la misma figura 84 se deduce que 

cos (90° + а) = ОМ», зеп @ = ОУ 


Las proyecciones OM3 y O,Ne son de igual valor absoluto 
pero de signos contrarios, por lo cual 





cos(90°+a)= — sena; 
юп@?+а) coa 
соз(9-_а) па 


woro- SA a — 


tg (0+0) = = —etga; 
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En la fig. 85 tenemos otro par de cireunferencias unitarias, 


en las que el vector OM. forma con el eje Oz el ángulo de 
480" — a; el vector O,N, el ángulo a: sen (180 — а) = 
= ОМ, sen a = ON. Las coordenadas OM, y O¿W, Son 
iguales en magnitud y signo: 

ом, = ОМ, 

o bien 

sen (180° — a) = sen æ. 


Luego, 
cos (180° — о) = ОМ», cos a = OiNz 


Las coordenadas OM y O,N son de igual valor absoluto 
y de signos contrarios: 


OM: = — ON n 
o bien 
cos (180° — a) = — соза. 


A continuación se puede hallar los valores de la tangente y 
la cotangente: 





ctg (180° — a) = —ctg a. 





Ejém plos. 1) sen 150° = sen (180° — 30°) = 
=L; 2) ctg 120° = ctg (180° — 60°) = —ctg 60° 


3) соз 110° = cos (90° + 20°} = —sen 20° y —0,342, 

2. Fórmulas de reducción para ángulos que terminan en el 
III cuadrante, El ángulo que termina en el 111 cuadrante se 
puede representar o bien como suma de 180° + a, o bien 
como diferencia de 270" — a. 

En la fig. 86 so han representado en dos circunferencias uni- 
tarias los ángulos 180° + æ y æ: 








sen (180° + a) = ОМ, зеп а = ОМ; 


las coordenadas OM, y O,N, son de igual valor absoluto y 
de signos contrarios; por to tanto, ОМ, = —О,М,, б 


sen (180° + a) = — sen q. 











De manera semejante establecemos que 

соз (180° + а) = — соз а, 

tg (180° + a) = tg æ, 

ctg (180° -+ a) = ctg a. 

En la fig. 87 se muestran los ángulos 270° — œ y æ en dos 
circunferencias unitarias. De acuerdo a lo representado en 
la figura, tendremos 


sen (270° — a) = ОМ, соз @ = ОУ; ОМ, = — ОМ» 
de donde 
sen (270° — а) = —сов а. 





De un modo análogo hallamos que 
cos (270? — a)'= —sena, 

tg (270° — a) = ctg œ, 

ctg (270° — a) = tg a. 


Ejemplos. 1) зеп 250° = зеп (270° — 20) = 
= —cos 20 2 = — 0,9897; 


2) соз 240° = cos (180° + 60°) = —cos 60° = — $- 
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Recomendamos a los lectores deducir individualmente las 
fórmulas de reducción para los ángulos, que terminan en 
el IV cuadrante, es decir, los ángulos del tipo de 270° + a, 
6 360° — а. 


$ 109. Generalidad de las fórmulas de reducción 


Al deducir las fórmulas de reducción hemos supuesto que el 
ángulo a, que compone el argumento, es agudo. Sin embar- 
go, las fórmulas se satisfacen para cualquier a 

Demostremos, por ejemplo, que tiene lugar la fórmula 


веп (90° -- а) = cos æ. (0 


En primer lugar, de su justeza para los ángulos, que varían 
en los límites de la primera circunferencia, se deduce la 
justeza para todos los ángulos. En efecto, si el ángulo a > 
> 360% ó a < 0°, éste se puede representar en la forma 
a =$ + 360%n, donde $ < 360”, n es un número entero 
(positivo o negativo). Pero, de acuerdo a la definición de 
las funciones trigonométricas ($ 98) sen (90° +- а) = 
= sen (360"-1 + ($ + 90°) = зеп (В + 90°), cosa 

= cos ($ + 360".n) = cos P; por lo tanto, sen (90° -+ a) = 
= cosg, puesto que para PB esta fórmula se cumple por 
suposición.) 

Demostremos a continuación la fórmula (1) para los ángu- 
los a, que varían en los límites de la primera circunferen- 
cia. Supongamos que a. es un ángulo del FI cuadrante, es 
decir, a = 90° + В, 0 < В < 90°. En tal caso, dado que 
зеп (90° + a) = sen (180° -+ B) = —sen P, 

cos a = cos (90° + B) = —sen ĝ, 

ambos miembros de la igualdad (1) coinciden, por lo tanto, 
en este caso la fórmula es justa. 


Supongamos ahora que æ es un ángulo del III cuadrante, es 
decir, a = 180° + P, 0 < P < 90°, En tal caso 


sen (90° + a) = sen (270° + В)= —ооз В, 
соз а = соз (180° + В) = —соз В, 


de donde se desprende nuevamente la justeza de la rela- 
ción (1). Por último, supongamos que a es un ángulo del IV 





7) La propiedad de las funcions trigonométricas que squí utilizamos 
se denomina periodicidad y será examinada separadamente en el $ 142. 
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cuadrante, es decir, a = 270° + В, 0< В << 90°. En tal caso 
sen (90° + a) = sen (360° -+ p) = sen $, 
cos œ = cos (270° -+ B) = зел В. 


Por lo tanto, también en este caso la fórmula (1) es 
justa. 

De este modo, se ha demostrado la justeza de la fórmula (1) 
para todos los ángulos. 

De un modo análogo se puede verificar la justeza de cuales- 
quiera de las fórmulas de reducción 


$ 110. Dos reglas para memorizar las fórmulas de reducción 


1. Si el argumento (ángulo) de una función trigonométrica 
reducida tiene la jorma (180° — a), (180° + a), (360° — a). 
o, en radianes, (1. — a), (n + a), (2n — a), la denominación 
de la función reducida no varía. El signo del segundo miembro 
de la fórmula de reducción se escribe en función del signo que 
posee la función reducida en el cuadrante dado. 





Ejemplos. 1) соз 150° = соз (180° — 30) = —cos 30% 
= de Se ha tomado el signo menos puesto que el án- 


gulo de 150” termina en el segundo cuadrante, donde el 
coseno es negativo. 

2) tg 240° = tg (180° + 60°) = tg 60° = V 3. El ángulo de 
240° termina en el IHI cuadrante, donde la tangente es posi 
tiva. 


3) sen 315° = sen (360° — 45°) = —sen 45° = — x, 


El ángulo de 345° termina cn el IV cuadrante, donde el 
seno es negativo. 





5л ар в. И 
4) соз 5 = сов {л-+}-р} = —соз-р= ——5. 

2. Si el argumento de la función trugonométrica reducida tiene 
la forma (90° — а), (90° + a), (270° — a), (270° + a), ú, 
en radianes, 


х х 3 3 
(6-8). (ба). (ба-а), (вана), 
la denominación de la función reducida cambia por la seme- 
jante: el seno pasà al coseno y viceversa; la tangente pasa ala 
cotangente y viceversa; la secante, a la cosecante y viceversa; 


el signo del segundo miembro de las fórmulas se escribe de 
acuerdo al signo de la función reducida en el cuadrante dado, 
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Ejemplos. 1) sen 100” = sen (90 + 40% = cos 10% El 
ángulo de 100” se encuentra en el segundo cuadrante, donde 
el seno tiene un valor positivo. 

2) cos 300? =cos (270” + 30) = зеп 30° 


3) tg 135" = tg (90* +45) = —ctg 45"=—4. 









4) ош5® =ош (4-л+-® 


$ 111. Funciones trigonométricas de argumento numérico 


Al estudiar la función del tipo y = az* (véase el $ 52) se 
indicó que esta función refleja diferentes fenómenos concre- 
tos de nuestra vida, por ejemplo: 

1) la ley de caída libre de un cuerpo en el vacío, en tal caso, 
5, 


z es el tiempo, y es el camino recorrido, a = 


2) la dependencia entre el área del círculo y el radio; aquí, 
z es el radio, y es el área, el coeficiente a = 13 

3) la resistencia del medio al movimiento de un cuerpo, 
у = ka?, dondo z es la velocidad, y es la fuerza de resisten- 
cia, 

En todos estos casos una de las magnitudes variables varió 
proporcionalmente al cuadrado de la otra. Al estudiar mate- 
máticamente la función y = az* nos abstraemos del sentido 
físico y geométrico de las variables y por las letras £ e y 
sobreentendemos números. Análogamente procedemos al 
estudiar las funciones trigonométricas. El argumento z se 
toma como un cierto número, en tal caso, 

4) sen 0,5 significa el seno de un ángulo igual a 0,5 rad. 
2) cos 1, 2 significa el coseno de un ángulo igual a 1,2 rad. 
3) tg (cos 2) = tg (—1) = —tg 1, donde tg 1 significa la 
tangente de un ángulo igual a un radian. 





0 periicion. Se denomina función trigonométrica de argu- 
mento numérico z la función (homónima) de un ángulo que 
contiene z rad. 

Observación. Para hallar los valores del seno y del coseno de 
argumento numérico al final del libro se da una tabla. Por 
ella hallamos: 

sen 0,75 = 0,6816, 

cos 1,3 = 0,2675. 





$ 112. Periodicidad de las funciones trigonométricas 


Supongamos que el vector OM forma en la circunferencia 
unitaria un ángulo a con el eje Oz (fig. 66). Si al argumento, 
es decir, al ángulo o: sumamos un número entero cualquiera 


de vueltas, el extremo del vector OM resultará en el punto 
anterior de la circunferencia, y por tal aumento del argu- 
mento en un número entero de vueltas, el valor de las fun- 
ciones trigonométricas no varía, cualquiera que sea el ángu- 
lo inicial a. 


6 berinicion 1. Una función se llama periódica si existe un 
número, distinto de cero, cuya suma a cualquier valor del 
argumento no varía el valor de la función. 


© berinicion 2. Se llama período de una función*) el menor 
número positivo, cuya suma a un valor cualquiera del argu- 
mento no varía el valor de la función. 
Todas Jas funciones trigonométricas son periódicas, además 
el período del seno, del coseno, de la secante y la cosecante 
es igual a 2n, en tanto que para la tangente у Іа cotangente 
el período es igual a a (180°), lo que se aprecia de las fór- 
mulas de reducción. 
La propiedad de periodicidad de la función f (z) se admite en 
escribir del siguiente modo: 


На) = +1), 
donde T es el período de la función (fig. 88). 
Con respecto a las funciones trigonométricas, cuyos argu- 
mentos designamos por z, la propiedad de periodicidad se 
escribe asf: 
sen (z + 2a) = sen z, cos (2 + 21) = cos z, 

tg (z -+ n) = tgz, ctg(z-+ n) = ctg s 


Observasión 1. Mediante el siguiente razonamiento se puede 
comprobar que el período de la función sen z es igual a 27 
y no es menor. Supongamos que existe un número 2 tal que 


sen (z + I) = sen z (1) 


*) A veces por eperíodo» se entiendo un número positivo cualquiera, 
distinto de cero, cuya suma a un valor cualquiera del argumento 
no varía el valor de la función. El menor número con tal propiedad 
so liama poríodo fundamental. 
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para cualquier valor de д. Еп tal caso, para z = Oyz =F 
de la identidad (1) se deduce: 

л 
ѕеп = 0, sen (F+1)=1, 
o bien 
sen l = 0, cosl = 4. 
El menor ángulo positivo l, cuyo seno es igual a cero y el 
coseno igual a 1, es el ángulo 2x (rad). 
Observación 2. El período no sólo se puede sumar al argu- 
mento, sino también se le puedo restar; además, se puede 
sumar y restar del argumento cualquier número entero de 
períodos: 
son (x + 24) = sen z, tg (z + ak) = 


donde k es un número entero cualquiera, indistintamente, 
positivo o negativo. 


Ejemplos, 1) sen (—330°) = sen (—330° -+ 360) = 
=sen 30° =$ . Aquí se sumó al argumento un período. 
2) sen 765° = sen (45° + 2-300") = sen 45° = VŽ , 

Bn este ejemplo se restó del argumento dos periodos 

з (т) а (ва) = te- = V3. 


Al argumento negativo (4) se le sumaron seis perío- 





dos (6x), lo que dio lugar al argumento positivo + 


4) sen 1200° = son (3-360°- 120°) = gen 120° = sen 60° = K3, 


5) sen (—5,6n) = sen (—5,6n + 6n) = sen 0,4x = 
= соз 0,17 z 0,305. 


















































ES 








$ 113. Curvas de las funciones trigonométricas 


1. Curvas de las funciones y = sen x e y = cos a, Repre- 
sentemos gráficamente la variación de la función y = 
= sen z al variar el argumento z desde z = 0 hasta z = 
2a, o en radianes, desde 0° hasta 360°. Esto se puede 
realizar sencillamente del modo siguiente: 
Trazamos una circunferencia de radio unitario y la dividi- 
mos en 16 partes iguales (fig, 89). A cada división de arco 
corresponde un ángulo central de 22°30, o en radianes, 


(rad). Por el eje Oz vamos a levar los ángulos 


л 3л пл %хлх 


х 
096 уб Об o pooo 

roprosentándolos en forma de segmentos en la escala elegida. 
En los puntos de división trazamos perpendiculares al eje 
Oz y en ellas llevamos los valores del seno de los correspon- 
dientes ángulos. Los valores del seno los hallamos por cons- 
trucción, proyectando los puntos de división de la circun- 
ferencia sobre el eje Oy y transportando las proyecciones 
sobre las correspondientes perpendiculares. Por los extremos 
de las perpendiculares trazamos una línea suave. La curva 
obtenida se llama sinusoide o senoide. Hemos construido 
sólo una sonda» de la sinusoide, correspondiente a la varia- 
ción del argumento de O a 2x. Debido a la periodicidad de 
la función sen z, la ulterior variación del argumento z en 
el intervalo de 2r a 4x da lugar a la formación de la segunda 
onda de la sinusoide, igual a la primera. Lo mismo ocurrirá 
si quisiésemos construir la parte de la curva que corresponde 
a la variación del argumento x desde O hasta —2xc. La grá- 
fica refleja la marcha de variación de la función. De la grá- 
fica se establecen fácilmente las propiedades de la función 
у = зеп 2. 
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1) La función sen x está definida para cualquier valor real 
del argumento z, es decir, su campo de definición son todos 
los números reales, admitidos como medida en radianes del 
ángulo. 

2) Todos los valores de la función sen z colman el segmento 
4, 4), es decir, —-4 < sen z < 1: 

3) La función es impar, puesto que sen (—z) = —sen z. 
La curva es simétrica con respecto al origen de coordenadas. 
4) En el intervalo (-4 F} 1a función sen z crece, va- 


2 
riendo desdo —1 hasta +1; en el intervalo (4,5) 
la función sen z decrece desde 1 hasta —4. 


5) La función alcanza su valor máximo para z= 





+ 
4 2a, Ph bo... 42m, donde ke es un número 


entero cualquiera, positivo, negativo y 0; en estos puntos 
el seno es igual a 1. 
6) El seno adquiere su valor mínimo, igual a — 4, para z = 


=$ — FA 2 +4...» y, en general, para 
2=—F+2ak. 
7) La función se алша рага 2 =... — Зл, —2л, —л, 





0, m, 2a, . . , y, en general, para z= ak (k=0, +1, +2, . 
Conociendo la gráfica de la función y = seu z se obtiene 
fácilmente la gráfica de la función y = cos z. Utilicemos la 
fórmula 


боза =зеп(т-+.-2-)› 

que se satisface para cualquier z real. De esta fórmula se 
deduce que en lugar del valor del coseno en el punto z se 
puede tomar el valor del seno en el punto 243, es decir, 
que la gráfica de la función y = cos z será una sinusoide, 
desplazada a lo largo del eje Oz en 7 hacia la izquierdo (vé- 


ase la fig. 90)*). 
De la gráfica establecemos las siguientes propiedades del 


coseno. 
4) La función cos x está definida en todo el eje numérico, 
puesto que a cada valor real de z, tomado como medida en 


*) Sobre la transformación de la sinusoide véase más detalladamente 
en el $ 138, 


14-0267 29 





у= 




















Fig. 9. Fig. 9 
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radianes del ángulo, corresponde un valor completamente 
determinado del coseno. 

д El иш de valores de la función colma el segmento 
3) cos z es una función par, puesto que cos (—2) = cos 2; 
la curva es simétrica con respecto al eje Oy. 

4) La función cos z decrece en el intervalo (0, 11), variándose 
desde 1 hasta — 1; en. el intervalo (—a, 0) la función crece 
desde —1 hasta +1. 

5) El cos x alcanza el valor máximo, igual a 1, para z = 0, 


Эд, 4л, ..., 2л; la función adquiere el valor mínimo, 
igual a—4, en los puntos 1 32, 5, ..., (+1) mk = 
=0 +1, 232... 


6) La función se anula si el argumento = = (264 1), 
k=0 +1, +2... 
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2. Curvas de las funciones y=1gw e y=ctgw. En la 
fig. 91 se muestra la gráfica de la función y = tg z, cons- 
truida por el mismo método que la gráfica de la función 
y = sén z. Propiedades do la función tg z: 
1) La tangente es una función periódica de período x. 
2) La función está definida en todo el eje numérico, con 
ү х 3 л 
excepción de los puntos = ®, -ул,-ул,..., 5 (2-1), 
k=0, +1, +2. 
3) tg 7 es una función ilimitada, puesto que puede tomar 
cualquier valor tan grande como se quiera en magnitud 
absoluta. 
4) La función es impar, puesto que tg (—4) = —tg z; en la 
gráfica se aprecia la simetría con respecto al origén de coor- 
denadas. 








5) tgz crece en los intervalos mk— 3< 2<F+ mb. 
6) La tangente no tiene valores máximo y mínimo. 

7) La función se anula para x = nk (k = Ó; +1; +2 ...). 
En la fig. 92 se muestra la gráfica de la función y = cg z, 
que puede ser construida desplazando la gráfica de la fun- 


ción y = tg z hacia la- izquierda a lo largo del eje Oz en $ 


con la aplicación ulterior respecto al eje Oz, de acuerdo a la 
fórmula 


cgr=—te (245). 


Constrúyase individualmente esta gráfica y formúlese a baso 
de ella las propiedados de la cotangente. 





Ejercicios 


4, Expresar on radianes la magnitud del ángulo quo forman las 
agujas del reloj cuando ellas indican las 2h, 6h, 8h 
lar la medida en radianes de los ángul 

2% 2) 5% 3) 7°, 129,5; 5) 229,5; 6) 200°; 7) 320°, 
3. Hallar la medida en radianes de los ángulos: 
1) 2700%; 2) 720% 3) 10 000, 
4. Expresar en grados y minutos las magnitudes de los arcos cuyas 

idas en radianes so expresen por números: 
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5. Dos ángulos de un triángulo tienen 59? y 69%. Calcular en radianes 
la magnitud del tercer ángulo del triángulo. 


6. Dos ángulos de un triángulo son de E rad y ж rad. 
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Calcular de cuántos grados es el tercer ángulo. 
7. ¿Cuál es la medida en radianes e los arcos que componen las 


ч 1.5.2 Н 
siguientes partes de una circunferone: ї 


Pai 
0,03; 0,005; 0,3752 
8. El arco de una circunferencia do radio R = 6 cm tiene una longi- 
tud de 4,5 cm. ¿Cuál es la medida en radianes do este arco? 
9. Utilizando la tabla convertir en radianes los ángulos: 
1) 426% 2) 278%: 3) 118%,40'; 4) 250%20% 5) 352%10'; 6) 168%5'; 
7) 56418, 8) 47250". 
10. Utilizando la tabla convertir en grados los ángulos: 
1) 0,4800; 2) 0,6510; 3) 1,2700; 4) 0,6270; 5) 1,3983; 6) 0,0099; 
7) 0,5000; 8) 2,6400. 
11. Hallar la Jongitud del arco de circunforencia si su radio es de 
22,5 cm y su ángulo central, de 40%0'. 
12. El arco de circunferencia es de 200%. Determinar el radio de la 
circunferencia si la longitud del arco es de 50 cm. 
13. Hallar ol perímetro y el área del sector de círculo, cuyo radio 
es de 15 cm, sí el arco tiene 54%, 
44. Calcular el área del segmento circular limitado por un arco 
de 45%4', sabiendo que el radio de la circunferencia es de 47,34 m. 
15. Una rueda dentada tiene 90 dientes. Expresar en radianes el 
ángulo de rotación de la rueda cuando ella gira: 1) 30 dientes; 
2) 25 dientes; 3) 40 dientes; 4} 200 diontes. 
16. ¿Cuál es la velocidad angular de un dísco que gira a 300 r.p.m.? 




















17. La velocidad angular do un árbol es de 42,8 È. Determinar 


su número de revolucionés por minuto, 

18, Por construcción y medición directa en el círculo unitario (R = 1) 
hallar las siguientes magnitudes: 

1) вед 120°; 2) ctg 60°; 3) cos 75%; 4) tg 250%: 5) son 225% 6) cos 180% 
1 'erbalmente). ¿Puedo tener la función cos = en magnitud 
етапе mayor que la unidad? 

20. (Verbalmente). ¿En qué cuadrantes sen z y cos z tienen signos 
iguales? 

21. Demostrar la desigualdad 








sen z + cos z> 1; 0< a < 90°. 
22. Determinar los signos de las siguientes expresiones: 
1) son 285% 2) ctg 252%30' 3) cos 135°; 4) tg 327%20'. 


23. Construir el menor ángulo positivo según el valor dado de la 
función trigonométrica y expresar el ángulo en radianes: 





9) 3m2=2; 2) co92=-06; 3) tgx=42 4) sonz=—0,7; 





5) tg x= —0,6. 

24. ¿En qué límites puedo variar el argumento z para que so cumplan 
Îas siguientes. desigualdades (0 < z & 2): 

D satan y gor 9 E: 


4) tg2-V3>0; 5) Vitgr4-1<0; 6) otgz41>0? 
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25. Por el valor dado de vna de las funciones trigonométricas calcu- 
lar valores de las tres funciones restantes: 


4) sen a= —0,6 (<<) :2) онат д (<<) 


а 





200809 < а < 180°). 


26. Simplificar las expresiones 

4) `8 веп 270° — 2 соз 0° 4- 310 0°, 2) аѕепл ! сол | шл. 
з) тев пова л + рз бл. 0 246 09 4 8 cos 270° — 
= 6 son 270°, 

27, Reducir Jas funciones trigonométricas de los sigúientes ángulos 
a las correspondientes funciones de ángulos sgudos: 

1) sen 165% 2) cos 240% 3) tg 135°: 4) ctg 240%, 5) cos: 315? 

6) tg 200°: 7) son $ n: 8) cos 
28, Reducir las funciones trigonométricas de argumento negativo 
a funciones de argumento positivo: 

1) sen (—300%% 2) cos (400%; 3) tg (960% 1) сір (-- 3, 2л) 
5) еп (—5,4л). 6) 45 (—2,3л); 7) соз (—1250°): 8) сір (. 4,3m). 
29. Simplíficar las siguientes expresiones: 

1) сід 675° созес 280° — tg 1845" sen 460%; 

2) cos z tg (180° + x) tg (270% — т) cosec (90% — xv 


3) tga ¡ 4) ctga 








9 атл 10) aga 





вөл(л— т}! (-4) ` 


эл 
y — EL do sen 008 
соз (+=) otg(n—2) 
5) зеп 0,бл + cost (—4,1m) sen 1,6m; 
6) cos (—7,91) tg (--1,11) — sen 5,61 clg 4,4л; 


7) son (A—x) cos(A—2) tg (2 me 4) созое (5,5л + А); 





Ш [sons (5-0,5) +sen? (0.510) Json (f~): 


9 sen (Fax) (sen nm); 
10) son 170° соз 280° — веп 260° cos 10°— ma ош. но. 


14) tg (90° 4- B) + ctg (270° — В) — tg (180° — B) + ctg B 
12) ctg (z — 90°) [sen (x — 270°) — sen (180° — z) 
30. Demostrar la justeza de las siguientes igualdades: 


sna _4+соз= 1 ТЕА 
D Tea T ena > A aaa ira” 
gi Sa cota 
Ma Ta 


4) sont a + cost a + sent a cost a 
5) сщ? @ — соз* а = соз? а-о а: 


= sen @ соза; 
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1-а a 
Pe 
7) sen (A — 30") + son (4 + 150%) = 0; 
8) cos (B — 100°) = —sen (170° + B); 


=2sca (0<a <7) ; 





10) sen a (2 cosec a +ctg a) (cosec a—2 ctg a)=2sen a—3 ctg œ; 


cosztgiz 
0 Hoz 
12) 2 (son! A + cost A) — 3 (sent A + cost A) + 1 = 0; 
13) (sen y + cosec y)? + (cos y -+ sec y)? — (tg? y > ctg? y) = 7; 
14) sont A + cost 4 + 3 sent 4 cosè A 
31. Partiendo de la representación intuitiva sobre las variaciones 
de las funciones trigonométricas en los límites de la primera circun- 
ferencia (0 < z < 2л), resolver las siguientes desigualdades utili- 
zando el circulo trigonométrico (r = 1): 
1) sonz > 0; 2) cosz <0; 3) sen 27 < 0; 4) cos 37 > 0; 





=se0 2; 


®е> УЗ &) ма,> 4; т) cosze< Y, 8) оаа: Y, 


9 Ус шее; 1mo<u:<Y; 11900 (+) < Es 


12) 1900 1< $5: 13) < (т) < 14) losz < K. 








CAPITULO X 


TRANSFORMACIONES DE EXPRESIONES 
TRIGONOMETRICAS 


$ 114. Seno y coseno de la suma (resta) de dos ángulos 


En el sistema de coordenadas rettangulares o cartesianas 20у 
trazamos el rayo ON formando un ángulo a: con el eje Ox, 
y el rayo OP, formando un ángulo f con el rayo ON (tig. 93). 


Sobre el rayo OP construimos el vector unitario OM; desde 
el punto M bajamos la perpendicular MM, sobre el rayo 
ON. En tal caso, 

e a к 

OM =0M, + MM. 0 
Si 

de 

OM, = {tn y} 

а 

М.М = {хь уг) 

entonces 

ОМ = (21 +20 Y + Ya), 


lo que se deduce de la igualdad (1) por el teorema del $ 90. 
Por eso 


соз (+) == ж-ш. @) 
104] 
Pero, 
н 
ш = |0М; | соза, (3) 
=> > 
ta = | MiM | cos (90? + a) =—| MM | sen а. 
Por lo tanto, 
> -> 
cos (a + В) = | ОМ, | cosa — | М,М | зеп а. (4) 
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Fig. 93. 








Е 
Sin embargo, puesto que } ỌM, | = 1-cos P, | MM | = 
= 1 -sen B, finalmente tendremos: 

(0) cos (a + f) = cos -cos B — зеп а-веп [. 

EL coseno de la suma de dos ángulos es igual al producto de 


los cosenos de estos ángulos menos el producto de los senos de los 
mismos ángulos. 





Ejemplo. cos75°= cos (30°-+45°) = cos 30°- cos 45°— 


faga V3 V a yi VEV 
A y 


æ 0,2588. 


Hallamos la fórmula para el seno de la suma de dos 
ángulos: 


sen (a+ P)= EN spiti» © 


25 > 
pero, д = | ОМ, | ѕепа, уг = | М.М | sen (90? + a) = 
= | МҮМ | соза, у por eso 

a 25 
sen (a + В) = 10M, [sen a + | AM | cos a (6) 





> = 
Sustituyendo en la igualdad (6) | OM, | por cos Ву | МҮМ | 
por sen $, finalmente tendremos: 

(II) sen (æ -+ P) = sen a.-cos б -- соз @-зеп б. 

El seno de la suma de dos ángulos es igual al producto del seno 
del primer ángulo por el coseno del segundo más el producto 
del coseno del primer ángulo por el seno del segundo. 


Ejemplo. Dados: sna=—2, cosB=4, dondo a es del 
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segundo cuadrante, В ез un ángulo agudo; hallar 
sen (a + $). Tenemos que 


sto] EME 
seap=y/1 + YX. 


Por eso, 
sen (a + B) = sen a cos B -+ cosa sen $ = 


-3 4_ Vi V5_3—2yī 
12 ` 


ETA 
Observación. Las fórmulas (I) y (II) se satisfacen para todos 
los valores de los ángulos a y f, puesto que se basan en los 
dos teoremas de proyecciones de un vector y de la suma vec- 
torial sobre un eje; estos teoremas se cumplen para cual- 
quier disposición de los vectores con respecto al eje. La di- 
ferencia de dos ángulos se puede representar en forma de 





(—B)] = cos o: cos (—B) —sen a х 





(UD) соз (а — B) = cos a cos $ + sen ez sen fo 
El coseno de la diferencia de dos ángulos es igual al producto 
de los cosenos de ambos ángulos más el producto de sus senos. 
Ejemplo. 
cos 15° = cos (45° — 30) = cos 45°-cos 30° + sen:45° x 
x sen'30*, 
Ууз, Уа ИБ 
Lo A DS, 
Do un modo análogo se puede obtener la fórmula para el 
seno de la diferencia de dos ángulos: 
sen (a — В) = вед la + (—8)] = sen а-соз (—[) + 
+ cos æ» sen (—P), 
(IV) sen (æ — p) = sen œ cos B — cos œ sen р. 
El seno de la diferencia de dos ángulos es igual al producto 


del seno del primer ángulo por el coseno del segundo menos el 
producto del coseno del primer ángulo por el seno del segundo. 
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Ejemplo. 
зеп 15° = веп (60°.— 45°у = зеп 60°. соз 45°— зеп 45°. соз 60° = 


КД үз 4 ж 0,258. 





$ 115. Producto escalar de dos vectores 

expresados por sus coordenadas 
Corrientemente los vectores se dan mediante sus coordenadas 
(o por las proyecciones sobre un eje, lo que es lo mismo). 
Por eso, es práctico expresar el producto escalar de dos vec- 
tores por sus coordenadas. 


25 
Supongamos que el vector QA = r; = {tı yı} forma con 


= 
el eje Ox el ángulo Qy, el vector OB = r, = (22, ya) formo 
con el eje Oz el ángulo q» (fig. 94). En tal caso el ángilo y 
entre los vectores es igual a la diferencia p = ф; — фу. 

Por definición de producto escalar tenemos: 

Patz = Tira COS P = үг; соз (Фу — (фу). (1) 
Escribamos la igualdad (1) en la forma 

TiTa = Tara (COS Pi cos Pa + Sen Qı sen p) = 

= Ty 008 (py г; COS Ẹ2 + r4 SEN Gi 7 Sen ф; 2) 
Dela definción de las funciones trigonométricas se deduce que 
гу С05 фу 1: Го С08 Ф: = T¡ Sen q Y 

1, Sen qa = ya de donde 71 P2 = 2,23 + Y; "Ya. 

El producto escalar de dos vectores es igual a la suma de los 
productos de sus coordenadas homónimas. 









Ejemplo 1. Calcular el producto escalar de los vectores 
= > 

AB y CD, si A (2 5), B (4; 3), C (5; 4) y D (4; 2). 
Hallemos las coordenadas de cada vector; 

> > > 

АВ = {ар — 24 Ya — Ya di AB = (2 2); CD = (4, 3); 
> > 

AB.CD = 2.4 + (-2):3 =2. 

Ejem plo 2. Determinar la coordenada y del vector a = 


= (3, y) de manera que los. vectores a, y b = {4, —2}, 
sean. perpendiculares. 


18 


Fig. 94. 








Puesto que æ L b, entonces p =- ; cos F=0, y por 
eso el producto escalar se hace igual a cero, 

ab =34+y(2 =0. 

Por lo tanto, 

y=6. 

Observación. En este ejemplo se utilizó la siguiente impor- 


tante propiedad del producto escalar: de la perpendiculari- 
dad de los vectores a y b se deduce que a +b = 0, También es 
cierto lo recíproco: cuando el producto escalar se hace nulo 
se deduce, que a | D, si ninguno de los vectores a o b es un 
vector nulo. 


$ 116. La tangente de la suma y de la diferencia 
de dos ángulos 
Examinemos la tangente de un ángulo cualquiera como co- 
ciente del seno de ese ángulo por su coseno: 


sen(u+6) _ аепа-созр+-соза-зепф _ 
OS TN 


зепш-созй y cosa-sonB 
_ cosacos ft cosacosf_ tea+tgb 





= asap a It" 

“cosa cosh cos "cos B 
__a+teb 

M tea +=- agro” 
Lo tangente de la suma de dos ángulos es igual a una fracción, 
cuyo numerador es la suma de las tangentes, y el denominador, 
la diferencia entre la unidad y el producto de las tangentes de 
estos ángulos. 
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Ejemplo. Dados tga=+, tgßĝ=4, a yp son ángu- 


los agudos, hallar tg(a-+f). Tenemos que: 


1,1 


+++ 


tg(a+p)= =1, 





Por lo tanto, а +В 45°, 
Sustituyendo en la fórmula (V) en ángulo B por —f, obte- 
nemos 


В) = ELB 100—186 
EN Fea 
шав 
=T tga tgh 
La tangente de la diferencia de dos ángulos es igual a una frac- 
ción, cuyo numerador es la diferencia de las tangentes, y el 
denominador, la suma de la unidad y el producto de las tan- 
gentes de estos dos ángulos. 





(0) te(o—B 





Ejemplo, 





=2-—V3 2 0,2879. 


Observación. No hay necesidad de deducir y memorizar la 


Tórmula de la cotangente de la suma y la diferencia de dos 
ángulos; para ello es suficiente servirse de que 


бев еру" 


$ 117, Funciones trigonométricas de argumento doble 
Veamos el caso particular de la fórmula de adición: 
sen (a -+ P) = sen æ cos B -+ sen В соза 
рага В = о; елп tal caso tendremos 
sen (a + a) = sen a cos a + sen a cos a, 
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o bien 
(1) sen 2a = 2 зеп а соз а. 


El seno de un ángulo doble es igual al producto doblado del 
seno del ángulo dado por su coseno. 
2 


Ejemplo. sena=>3, 0<a<-=p. Hallar sen 2a. 


sen 20], 2 =2sna cosa з= 


= 
2 
=2 0 1—5, 
веп2а =2. .-У® — 4 |$, 


A continuación, de la fórmula 


cos (а + В) = сов а соз В — зеп о зеп В 
рага а = В se deduce que 
(П) cos 2% = cos? q — sen? а. 


El coseno de un ángulo doble es igual al cuadrado del coseno 
del ángulo dado menos el cuadrado de su seno. 
Ejemplo, 1. cos120"=cos* 60—sent60' == 


$- De esto nos persuadimos también así: 





сов 120° = соз (180°— 609) = —соз 60° = — у. 


Ejemplo 2 Dado sena=2, 0<a < 90°; 


4 
hallar cos 2a. 
cos 2a = cosa — sen? a = 1 — sen?a —sen? a; 
9 3, 
cos la, з 1—29, 81—246 ES 


ел о. 


Si en la fórmula 





_же+!н® 
tetp = r igati 
ponemos $=q, obtendremos 

2tga 


(Ш) tg2a= Zig (0956 1). 


La tangente de un ángulo doble es igual a la tangente doblada 
del ángulo dado dividido por la diferencia entre la unidad 
y el cuadrado de la tangente de dicho ángulo. 


3 


Ejemplo. Dado tga=4, 0<a< 5, hallar tg 2a. 


2tga ae E 
20| аза 52—57 
4 








Observación. Todo ángulo es el doble con respecto a la 
mitad de dicho ángulo, como, por ejemplo, e: lo es con 
respecto a $, + lo es con respecto a =-, 50 lo es con 


respecto a =, (a+B) lo es con respecto a zye ete. 


Ejemplos, 


1) sen 3z=2sen төт. 


2) cosacos Fs, 
3) sen (a+ $) =25e LES cos 240, 
= 
4 egt 
1-6 

$ 118. Funciones trigonométricas de argumento medio 

Vamos a partir de las siguientes dos identidades 

1=08 Fs, | 

(1) 


снасти 


Sumando miembro a miembro estas dos identidades, y, luego 
restando de la primera la segunda, obtenemos: 


1+ сова = 200815, (2 


1-— созо = 250? 2. (8) 


7 
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Do la fórmula (2) hallamos que cos-F, y de la fórmula 


(8), son 5: 


a 1+-соз 
O wta EE, 


mM mty 


Dividimos miembro a miembro la igualdad (11) por la (1); 


(ш) etsy EE > 


Las fórmulas (l), (II) y (II) expresan el coseno, el seno 
y la tangente del ángulo medio por el coseno de un 
ángulo entero. 

Si se sabe en que cuadrante termina el ángulo 5, ante el 
radical se toma el correspondiente signo, en caso contrario 
se conserva el signo doble. 





Ejemplo. 4. Calcular sin las tablas sen-G-. El ángulo 


E os la mitad del ángulo E, además cos =Y2, por 


8 4 2 
eso 
кесе 
4, аг Е 
ап E 





+ es un ángulo agudo, por eso ante el radical se ha tomado 
el signo más. 


Ejemplo. 2. Dado sen a=— 4$, 1<a <4, calcular 
el cos-%. Al principio hallamos сов а: 
1 
ово 1—4, 
оза A 


(se ha tomado el signo menos porque el ángulo œ termina 
en el tercer cuadrante, donde el coseno es negativo); 


223 


чә да 
el semiángulo $ termina on ol segundo cuadrante, por 


ув 
ет 





8 
VEL олн. 


Ejemplo 3, Calcular tg 45". 
Utilizamos la fórmula (1II), considerando el ángulo de 15* 
como la mitad del ángulo de 30%: 








Para la tangente del ángulo medio en lugar de la fórmula (111) 
se pueden deducir otras dos, más convenientes para calcular 
y que no contienen radicales: 


a ¿2 
-F 28077 рова 








Ш) ш 





sna 


= E 
оз -у- 2 cos -7> sen 7 
© bjen 
Ben $ 2sen z о: s 
a mgp 290970977 а 
u) upe rea ar 
os -7 2 совї T 
Conviene hacer notar que seno. y tg tienen el mismo 
signo. 
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Ejemplo, 





л 
а 1—97 
Y 

mag T 


У? (2-1) a 
AVE 10,414. 


$ 119. Expresión del seno y del coseno 
por la tangente del semiángulo 


Al demostrar las idontidades trigonométricas y al resolver 
las ecuaciones trigonométricas, al igual que en otros casos, 
son bastante convenientes las fórmulas que expresan el 
sena y cosa por la ш: 


dE 
son cos E 





E 
веп а: == 2 800 7 008 y =———_——= 
ку a ай 
cost -g sene -7 


Е Е З 
sen cos 





El seno de un ángulo es igual a la tangente doblada de la mitad 


de este ángulo dividida por la suma de la unidad y el cuadrado 
de la tangente del semiángulo. 


Ejemplo. Calcular sena, si tg 





ey 


a= 
a TFA 
14182 
+ |. 


154207 
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Análogamente expresamos el cosa por la tg-%: 
A Rs 
соза = соз? -5-—эШ*-® = 


o a 1 ца 





ME с 
op Heny tte- 





= 
(Ш) оза=———©. 
ан 
Dividiendo miembro a miembro la igualdad (1) por la (I) 
hallamos: 





Las fórmulas (1), (11), (LID) son interesantes, pues sus segun- 
dos miembros no tienen radicales, por eso se dice que el 
seno, el coseno y la tangente se expresan racionalmente por 
la tangente del semiánmgulo; los valores de las otras tres 
funciones trigonométricas, la cotangente, la secante y la 
cosecante, son de magnitud inversa a los valores de la tan- 
gente, el coseno y el seno respectivamente, y, por eso, tam- 


bién se expresan racionalmente por la tg $. 


Ejemplo. Dada la tga=2, 0<2<-, hallarelsenáz. 


En primer lugar hallamos sen 2z y cos2z: 








2tgz OS 

зеп 22 TFF Ж E 13: 
E 
Me 
im 1+7 


El ángulo 4z es doble con respecto al ángulo 2z, y por éso, 
sen 4r = 2 sen 2х.соз 2л. 

Sustituyendo en esta igualdad sen 2z y cos 2z por sus valo- 
res, obtendremos 


sonda =2- + (— 
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$ 120. Ejemplos de demostración de identidades 
Ejemplo 4. Demostrar que 
14-0 018 В созба 6) 
T=igatigh соз(а p)" 
Reducimos el segundo miembro ál primero 
соз (а—) _ соз@созф--геп@зепб _ 
os (a+ bh) sacos fs asp 
eosacosf , senasenf 
cosacos E" cosacos _ 4+\ш@шб 


созасозр Senasp 1 щашб" 
os a cos aun 


Ejemplo 2. Demostrar la identidad 





14 веп 20, 

pi Y Zo (а). 
Beducimos el primer miembro al segundo 
14sen?a _ еп? а созі о -280п с соза 
затва Cos den Y ш 





_ {cos a+ sen a)? 
27 соза еп о 


ayz (беу а) = 


== 0050; + sena = 


=V7 (cos cosa sen $ sen a) =V Feos (Z-—a) 


$ 121. Transformaciones de la suma y de la diferencia 


de las funciones trigonométricas en producto 
y transformaciones inversas 


4. Transformación de la suma y de la diferencia de dos 


senos: 
sen (a + В) = зеп сов р +. сов зеп B, 
sen (a — f) = sen acos P — cos a-sen P. 


(1 


Sumando miembro a miembro las igualdades (1), y luego 


restando de la primera la segunda, obtendremos 


sen (a + В) + sen (æ — В) = 2зоп а cos $, 
sen (a + P) — sen (a — $) = 2sen f соз а. 
Ponemos: 


аваа 





(2 
(3) 


(4) 
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Sumando miembro a miembro y después restando las igual- 
dades (4), tendremos que 


a, pl. 6) 


En las nuevas "designaciones las igualdades (2) y (3) final- 
mente toman la forma 





(D), sen z-+seny=2sen 





252. 


(у) son 2—sony=250n E32 cos 





La igualdad (1) corrientemento se шый así: la suma de 
los senos de dos ángulos es igual al producto doblado del seno 
de la semisuma por el coseno de la semidiferencia de estos án- 


ш. 


Ejomplos. 
1) sen 40°- sen 50°= 2 sen LOEIT oy M5 


= 2 sen 45°- cos 5°= V Zcos5°; 





Análogamente se lee la fórmula (II): la diferencia de los 
senos de dos ángulos es igual al producto doblado del seno de la 
semidiferencia por el coseno de la semisuma de estos ángulos. 


Ejemplos. 


1) sen 75°—sen 15° = 2зеп 7-2. сов 7-15 _ 


= 2sen 30-0045 = K ; 


2) son (z+ $) — sen (4) = 


«нБ stite 
=2 500 — cos 5 39. 
л л л 
=?2зеп-5- соз (E =2соз (=F) 
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2. Тгапвіогтасібп-йе 1а suma y de la diferencia de dos 
coseno. Tenemos 








cos (a + B) = cos a -cos B — sen «-sen P, 

сов(а B) = cos a -cos B-+sen asen р. ) (6) 
Sumando y restando las igualdades (6), obtendremos: 

cos (a + B) + cos (а — B) = 2cos a cos P, m 
cos (a + $) — cos (u — P) = —2sen asen B, (8) 
o en las notaciones (5) 

(Ш) созт-Е созу = 2сов ЕЕ cos 252, 


2 








UV) соза—сову = —2зоп 2 ®- зеп ЁЁ. 





La suma de los cosenos de dos ángulos es igual al producto 
doblado del coseno de la semisuma por el coseno de la semidi- 
ferencia de estos ángulos. 

De manera semejante se puede leer también la fórmula (IV). 


Ejemplos. 

1) соз 35° 4- соз 25° = 2с08 
=2соз 30°. соз 5° = }/ 8-соз 5°, 

2) соз (22—E) —cos (243) = 


29-309 ор 30—25° 
== 





3z za 3z х= 

= —2еп. 57 зеп (5-2) = 2sen Z sen (E-3)- 

3, Transformación de la suma y de la diferencia de dos 

tangentes. Si cosx=>+0, соз у з= 0, tendremos: 
senz | Seny _ sonz:c0sy--sen y:coS 2 

tg 2+tg соз: Т созу с08 2:С08 у 

mr 

2 80527603) ` 

De un modo semejante se puede transformar la diferencia: 


sen (=—y) 
CET 





tgz—tgy= 
Ejemplo. 
tg75°—tg15°= sen (75°— 15°) sen 60° 


c08 78° cos 15° cos 75° cos 13° 


үз 64 y5 уз 
arar =2V3. 
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4. Transformación del producto en una suma algebraica. 
Cada una de las igualdades (2), (3), (7) y (8) se puede leer 
tanto do izquierda a derecha como en sentido contrario. 
Cada miembro de estas igualdades lo dividimos previamente 
por 2, y luego los escribimos en el orden inverso, obtendre- 
mos: 


1 


sena cos $ 


[sen (a +f) + sen (a —P)), 





son р соз а = у [зеп (а + 8) — еп (а. ру}, 
сова оозВ = 1. [оов (а: В) +- соз (0), 


sen sen $ =—- [cos (a: + $) —сов (2—8). 


122. Introducción de un ángulo auxiliar 


Frecuentemente al transformar expresiones trigonométricas 
se utiliza lo que se denomina método de introducción de un 
ángulo auxiliar. 


Ejemplo 4. Transformar en producto 1 + 2 соза. 
Sacamos el factor 2 fuera de paréntesis: 


1+20090=2 (3 -+0080) =2(c08 60” + cosa) = 





cos (8043) cos (80° 





Ejemplo 2. Transformar en producto 1—3 tg? z: 
4 
1—3 z= 5 и) =3 (te? Fx) = 


= (1 F-t82) (а а) Es ¿Sul 





Ejemplo 3. Transformar Y FF en producto mediante 
un ángulo auxiliar. Sacamos el factor a fuera de la radical: 


vr (y > 
І фазо, 
donde tgp=2. 

230 


go 


Ejemplo 4. Hallar el valor máximo de la suma 
sen 24008 2: 


sonst cosz= V? (tyson amy cos 2) = 


y2 y2 
=V 2 (cos 45"-sen z -+ sen 45°-сов т) = У E son (24-459). 


Puesto que el valor máximo, que puedo adquirir зеп (х--45°), 
es igual a la unidad, tendremos que el valor máximo de 


la suma de senz-+ cos es igual a Y 2 

123, Ejemplos de transformación 

expresiones trigonométricas 

En este párrafo se dan ejemplos de transformaciones trigo- 
nométricas más complejas. 

Ejemplo 4. Transformar en producto 

sen 5z sen 4z -+ sen 4z sen 3z — sen 2z son z. 
Utilizamos la identidad 

sen Asen B= -+ [cos (A— B)—cos (4 + В) 

en tal caso 

son безеп 4® = + (соз а— оов 9з), 

sen 4z sen 3z = -- (соз л-— сов 7), 

воп 22 зеп т = -1-(совт—сов3л). 

La suma inicial toma la forma 

-$ (cos z—cos 9z + cos r—cos Tz— cos z+ cos 3a) = 
=4 (cos z4 cos 32)— -+ (cos Tz + cos 92) = 


= cos 2z cos z— cos 8z cos z = cos z (cos 2z —cos 81) = 

= соз 22 зеп 5z sen 3z = 2 sen 5z sen 3z cos л. 

Ejemplo 2. Demostrar la identidad 

ásen a sen (60° — a) sen (60° + a) = sen 3a. 

Reducimos el primer miembro al segundo mediante la trans- 
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formación del producto de dos senos en una diferencia de 
cosenos: 


зеп а коп (00° — a)-sen (60° + a) = 
= 2sen a :2sen (60° — a) sen (60° + a) = 


3зеп е (сев 2ш — cos 120°) = 2sen a (сов 29 +) = 


=- 2sen q cos 2a + sen æ = sen 3a — sen a + sen a = 
= sen Ja. 





Ejemplo 3. Demostrar que 
(14180) (14188) =2, si a+P=G 


Expresemos el ángulo $ por «a: = 


цве (2-а) = наа El primer miembro de la 


од еп tal caso 








igualdad toma la forma 

Aga Y 2 
(400) (14) 400) r 
Ejemplo 4. Demostrar que 
зеп? @ = зеп [ (sen y + зеп В), si a+P+y=0 y a=2. 
Transformemos el segundo miembro y reduzcámoslo al pri- 








mero, teniendo en cuenta que B=%. En tal caso 


кз sen h= son 7 [sen СКЕЗЕСНЕ 
e 520 (3) 06 (3—a)= 


гарав +веп = зеп? @. 
ар 
вета 


$ 124. Ecuaciones trigonométricas elementales 


0 perinición 1. Una ecuación se llama trigonométrica si ella 
contiene la incógnita sólo bajo los signos de las funciones 
trigonométricas. 


Ejemplos. 4) sen?z + cos z — 1 = 0; 
2) tg z + ctg 2r 
3) cos 3z + sen z = 0. 
La ecuación tg z — 2z + 1 = 0 no se puede llamar trigono- 
métrica. En ésta la incógnita z se encuentra no sólo bajo el 
signo de tangente, sino también sin el signo de función tri- 
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gonométrica. Estas ecuaciones por ahora no las estudiaremos. 
O nerinición 2. Resolver una ecuación trigonométrica signi- 

fica hallar todos los ángulos que satisfacen dicha ecuación, 

es decir, que reducen la ecuación a una igualdad después 

de la sustitución de la incógnita. 

Ass, por ejemplo, la ecuación 


зеп т — cos z = 





tiene la raíz =, pero tiene también un conjunto inume- 


rable de otras raíces; todas ellas están contenidas en la 
fórmula 


2=F+nk, 


donde k es un número entero cualquiera, positivo, negativo 
y 0, es decir, k = 0, +1, +2, +3, - 

Resolvamos en primer lugar 8 ecuaciones elementales que se 
encuentran con frecuencia 

1) sen z = 0. 

Puesto дие зев 0° = 0, зеп 180° зеп 880° == 0, 
sen 540* = 0, etc., así como зеп (—180°) = 0, веп (—360°)= 
= 0, sen (—540°) = 0, etc., tendremos que los ángulos 
540°, —360°, —180°, 0°, 180°, 360°, 540°, . . . son solu- 
ciones de la ecuación senz = 0. Todos estos ángulos se 
pueden escribir en la forma 


z = 180° k, donde k = 0, +1, +2, ..., 


o en radianes z = nk, donde k = 0, +1, +2, . 
Si se ha dado la ecuación 











sen z cos z = 0, 


ésta se puede resolver asf: multiplicando ambos miembros 
por 2, obtendremos 

2sen z cos z = 0, ó sen 2z = 0, 

de dondo 2z=ak, y 2=, dondo k=0, +1, +2, ... 
2) tgz =0. 

Puesto que tg z = 0 y sen z = 0 para iguales valores de z, 
tendremos que tg z =0 para z = 180° k (z = sk), donde 
k=0, +4, +2... 

3) cos z = 0. 

Puesto que cos- =0, cos (=) = 5 
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cos (2147) — сов ® 0, cos (81 +4) =0, ote., 
así como cos ( 2) =0, cos (E) =0, cos (-5)= 


=0, tendremos que los ángulos 


5л 30 п п 3 5 
КЕРА AO 


son soluciones de dicha ecuación. Todos estos ángulos 
están contenidos en la fórmula 


2=F+xk, donde k=0, +4, +2, +3, -.. 


Si se ha dado la ecuación tgtz=1, la resolvemos del 
siguiente modo: 














sen? z sen? r— cos? r 
tez 0; ib, 
e 0052 г 1=0; costa 
costzsomz y cda y 
cost y CR эы 


La fracción se hace cero cuando su numerador es nulo, a 
condición de que el denominador sea distinto de cero. En 


este ejemplo cos т 5 0 (еп caso contrario no existiría la 
tg z). De este modo, 


cos 2r = 0. 

De aquí 22=F+ak, y 2=F+ Eh, donde k=0, +1, 
+2 +3... 
á) ctg z = 0. 
Puesto que ctg z = 0 y cos z = 0 para iguales valores de z, 
tendremos que ctgr=0 siz = + nk, donde k = 0, 
+1 +2 +3... ы 

5) sen z = 1 

Puesto que sen 90° = 1, sen (90° + 360°) = 1, 


зеп (90° 2.2.380) = 1, зөп (00° -- 3.360) = f, . 
sen (90° F k-360°) = 1, donde k = 0, +1, 2, 48,00. 


tendremos que los ángulos z = 90° + 360° К (т = = + 2л), 


donde k = 0, +1, +2, +3, ... son las soluciones de la 
ecuación sen z = 1. Si se ha dado la ecuación 








л 





sen 3z cos 32 = 4, 
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la podemos resolver del siguiente modo: 
2sen 3z cos 3z = 1, ô sen бг = 1, 


z zak 
de dondo Ge=h4+20k, y 243, 
6) senz=—1. 
A, sen (42а) = 1, 
эй 


Puesto que sen (— 
sen (—F4 4) дај з sen (— + 1:25) 








tendremos que sonz=—1 para 2=-—F+2nk, donde 
h=0, +1, +2... 

7) cos z = 4. 
Puesto que cos 0° = 
= 1, соз (++3-360°) 
тов ие созт 








cos (+360°) = 1, cos (+2-360°) = 
) =1,..., соз (4л.360°) = 1, бопте- 
d, cuando г = 360%, donde k= 








=0, +1, +2, 43, + 

8) cos z = —1. 

Puesto que cos (+1) = —1, 008 (+2 + 2) =-—A, ..., 
. ., cos (Ex + 24m) = —4, tendremos que las soluciones 


de la ecuación cos z = —1 tiene la forma 
= = п 4+ 2л, допбе К = 0, +1, +2, +3, ... 
Examinemos algunos ejemplos más de ecuaciones trigono- 
métricas elementales, en los cuales los argumentos de las 
funciones trigonométricas tienen una forma más compleja 
que la de los ejemplos 1) — 8) 

a) св (322) = 1. 

Utilizando la resolución del ejemplo 8) se puede escribir; 
Fr iD, 

de donde 

z= — $ (2644), dondo k=0, +1, +2, +3, 


b) abe ст 4; 

Debido a la imparidad de la función sonz se puede cam- 
biar el signo del argumento y de la función, es decir, en 
lugar de la ecuación dada, resolver la ecuación equiva- 
lente a ella 


son (2—75) = 1. 
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Siguiendo la resolución del ejemplo 5), obtendremos: 
15 = 90° 380°, 


de donde 
x= 330% + 360".2k, donde k=0, +1, +2, +3, ..- 


e) sen (32—<) =0. 


Utilizando la resolución del ejemplo 1), se puede escribir 





de donde 





2 +, donde k=0, +1, +2, +3, 


En general el hallazgo de las soluciones de casi toda ecua- 
ción trigonométrica, al fin de cuentas, se reduce a hallar 
las soluciones de las ecuaciones elementales de tipo: 

1) sen z = m б вепКа=т, |т|<1; 

2) cosx = m ó cos kz = m, |m | <1; 

3) tgz=m ó tgkz=m, m es un número cualquiera. 





$ 125, Tipo general de ángulos correspondientes 
al valor dado de la función trigonométrica 


Ejemplo 4. senz = 





Un ángulo elemental cuyo seno es igual a Les el ángulo E 


(6 de 30”); además, en el segundo cuadrante hay otro ángulo 


cuyo seno tiene el mismo valor: n E, Todos los 
demás ángulos se hallan sumando a éstos un número entero 


cualquiera de períodos; obtendremos dos tipos de ángulos: 





а= +2, a) 
a=ha+ ion —G40mk=—L 4 (244), 
no —F+rr(o+ 4). (2) 


Señalemos que para todo entero k el número 2k es par, y el 
número (2% + 4) es impar. Los ángulos, determinados por 


la fórmula (1), son iguales al ángulo elemental $ más el 
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ángulo x, tomado un número par de veces. Los ángulos, que 
entran en la fórmula (2), están formados por ángulo 1 toma- 
do un número impar de veces menos el ángulo elemental. 
La fórmula 
2=(—1P F+an (3) 
contiene en sí ambos tipos de ángulos, es decir, une las dos 
fórmulas anteriores en una, puesto que cuando n = 2k, 
obtendremos 

л л 
ж=(—1)%%--р-Ел.2& = ---2л&, 


que son los ángulos dados por la fórmula (1); para n= 
=2%-+1 tondremos 


a (— 1) (24) — E (241) 


que son los ángulos contenidos en la fórmula (2). 


Ejemplo 2. sen2z= V5, 


El menor ángulo positivo que satisface la ecuación es 
х 

+ por eso 

2r=5-(—1)" + ak, 

donde k=0, +1, +2, ...; de donde 
=P e 





Ejemplo 3. sen 


Para el valor negativo dado del seno tomamos el ángulo 
elemental —-F; todos los ángulos están contenidos en la 
fórmula 

+= = 14 aki, 
donde k=0, +4, +2, ..., de donde 


— A) фолк. 
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Ejemplo 4. sen pz=0 (p#0). 
El ángulo elemental es O. Por eso, 


раа, 6 z=% 0, +1, +20.) 
h 
Ejemplo 5. cosz=12, 
El menor ángulo positivo que satisface la ecuación dada es 





+ Puesto que el coseno es una función par, tendremos 


que el ángulo -4 también es una solución de dicha acua- 


ción; todos los ángulos rectantes se obtienen sumando a estos 
dos ángulos fundamentales un número entero cualquiera de 
períodos. Obtendremos la fórmula general 


2420 (00, +1, 22 ...). 
Ejemplo 6, cos2a=—L. 


El menor ángulo positivo es igual a =. y por eso, 
242 40m, 


з= Аі (60, +4, +2, +3, 





Ejemplo 7. cos3z=0. 
El coseno se hace nulo si el argumento 3 es igual a + 


E, E, eto. La forma general de tales ángulos es 


F (+1) (6=0, +1, +2...) 
Por lo tanto, 
Br (44), r= k+). 


{ \ 
Ejemplo 8. tgz=2. 

jọmp g vi 
En los límites de la primera semicircunferencia se tiene 
sólo un ángulo, correspondiente al- valor de la tangente, 
б 1 á z Z 
igual a yg Este ángulo es <. Todos los ángulos res- 
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tantes se obtienen sumándole un número entero de períodos 
do manera que 


GFhak (k=0, +1, +2 +3, .. 





). 





Ејетр1о 9. 1222. УЗ. Rosolución: 
22 


зав (6-0, 21, 2, +3, ...), 





z= -itim 


Ejemplo 10. sen (2z—1,5)= 





21 5= FAA (00, h4, ...), 
2 E A) ak 4,5, 


E sz 
а (ЧЕ 0,75. 
$ 126. Ejemplos de ecuaciones trigonométricas 
más complejas 


Ejemplo 1. V2sentz+ cos x=0. 
En dicha ecuación hay dos funciones de igual argumento, 
por eso expresamos sen? æ por el coseno de manera que la 
ecuación contenga sólo una función (cos 2): 
VZ (1 — cos? z) + cos z = 0. 
Se ha obtenido una ecuación cuadrática respecto a cos z: 
VĒ cos? z — cos z — V? = 0. 
de donde 

1+3 2 
(оза те з= 
n=+dajomk (4=0, +1, +2 








vi>1, 





4 
cos tz =— y 
72у 
lo que no da solución. 


Ejemplo 2. sen 2z + cos z = 0. 
Reducimos la función a un argumento: 


2sen z cos z + cos z = 0. 
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Descompongamos el primer miembro en factores 
cos x (2sen x + 1) = 

Igualamos cada factor a cero: 

1) cosz=0, a =F (244) (0—0, +1, +2 -..); 


2) 2sonz4+1=0, sens= =i, m= E (— 0) Бак 
(k=0, +1, +2 ...). 


Ejemplo 3. 2sen? 2z — 1 = 0. 
A pesar de que esta ecuación se resuelve fácilmente con res- 


pecto a sen 22 [sen 22=+ ч] ; sin embargo, es más con- 


veniente sustituir 2sen? 2z por 1 — cos 4z. 
Tendremos 


1—cosáx—1=0, 
соз42= 0; 42 9 (28-1), 





Ф060) (=0,51, 





Ejemplo 4. 1—cos(n—2)+son 4H —0, 





Puesto que cos (1—2)=-—cos 2, sen (+3) =c097, la 
ecuación toma la forma 


14008 2008 F=0, 
z z 
2 cos -<--+- соз-у =0, 
cos $ (2008 F+1) =0; 
ал 
1) соз 0, 9 (081), 
a=0n(2+1) (k=0, +1, nde 
2) 20097 +10, cos р, аф, 


а= фла (k=0, +1, 





A Ejercicios 


t. Dados sen a= Š; son= z; оса арба 


5' z 
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hallar; 1) sen (a -+ P); 2) sen (a — $); 3) cos (a + В); 4) cos (a — P); 
5) tg (a + $); 6) tg (a — B). e 
2 teasd tgb s уз ул<а<?щ л<ф<сзул. 
Calcular cos (æ — P) y sen (=+ f). 

3. Simplificar las siguientes expresiones: 

1) cos (a — b) — 2 cos a cos b — 2 sen a sen b; 


2) зеп (45° + a) sen (45° — а) + cos (45° -+ а) cos (45° — a); 

3) cos z + cos (120° + z) + cos (240° + z) + sen z; 

4 ras C9700 y+ sen z seny); 
sona sena. 

соз at cosap seng’ 





5) 





6) 1-+cos 2a —2 sen? a; 
1 





4. Dados tg 
1) tg (2a +P) 
2) sen 2a; 3) cos 4a; 4) sen (2a — B); 5) osk; 6) зеп 5. 





зв i a y B son ángulos agudos. Hallar; 





5. Dado tg F=V¿—4; 0<a<Ž; hallar: 4) sena; 2) cosa; 
3) ща. 
6. Demostrar las identidades: 

2senz+sen z. 
rr S T 
2) cos A+ cos (120° —A) + cos (120°-} A) =0; 


3) tg (+=) -9 (E) =2 1025 
4 Ra) = 


соз 2а 
TE senza 
ву Lenea 
) зета cos a 











ау 


= сова — sen a 


л 1—sen 4x 
ne (7-2) ar 
14sn2a E 
d ipaa Vicos ($1) 
snz 


9) 


=1+авду 

sen z—cosz tg 5 

= ЖЖ 

=2 cos FE oos d; 

11) tgz -tgy+tgz=tgztgy tgz si ay da 





40) 2 cost y +cos y— 
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12) sena +sonfi-+seny=4cos cos Зо, sia+pyy=a. 
$ 


7. Dados sena=>>, зр, a y B son ángulos agudos; hallar: 


14) son (2a-+28); 2) cos 2 (a— p). 
8. Calcular cos 2z, si el ángulo z satisface la correlación 


teaalgr+i=0; 0<2< E, 


9. Resolver las ecuaciones: 
1) 3sen 2=2 008 =; 4) зеп 22-= (008 2—son 2)? 








у зеп} СТЕ 5) sentz—costz= 


3) sen 2z= cos 2r; 
6) sen (130°) сов (2—30) = 
7) sen 2z cos z-+ cos 2z sen z=0; 
8) sen ІА +1) +зе (ж—) 
9) sen (б) + (+ 
10) tgz+tg2r=0; 13 ctg ( 
11) son (+3) +10 5> i 
+; 
14) 2son* ( Е 








се 











=sen (z4): 





42) cos? (E +) de 


94-2008 2+2=0; 
10. Calcular sin tablas: 


15) 3 604208 (3-2) є 


1) sont Fe sent 9 ве Е x ; 


2) 187930". 
11. Transformar en producto: 

1) 1—sen 2 4-соз=; cosz-+ }/$зеп т 
2) зеп а-}- зеп 2а-{-зеп За; cosz— Y 3senz 
3) 24 tg 20 4-ctg 20; 6) 3182 0%. 

4) senz--sen y-+sen(e+ 4) 
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CAPITULO XI 


FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 


$ 127. Función directa e inversa 
La función 


у= 10) (0) 
la llamamos directa; en tal caso la función 
z= g y) 2) 


obtenida de la ecuación (1) después de resolverla respecto 
а т, ве Пата inversa con relación a la función y = f (2). 


Ejemplos, 
1) y = 2x — 3 (es una función directa, lineal), 


к= +4 (es una función inversa, también lineal): 





2) y=22 (función directa), z= + / £; 

aquí hay dos funciones, cada una de las cuales se puede 
llamar inversa para la función directa y=22*. Si queremos 
obtener una función inversa de simple valuación, hay que 
imponer una limitación en el campo de variación del argu- 
mento z de Ja función directa; por ejemplo, si y= 22 
y 2>0, tendremos su función inversa de simple valuación 


2=Y/ E. Cabe hacer notar que la función directa y= 


=2:-—3 y su función inversa e= 4% tiono la misma 


grática, puesto que cualquier par de números que satisfaga 
la ecuación (1) satisface también Ја ecuación (2). Por 
ejemplo, para la función y=2*—3, tendremos m=2; 
yi=1; 2¿=—3; yo=—9. Pero, si en la función inversa 
cambiamos de lugares x e y, es decir, la función inversa 
la vamos a designar, como la directa, por la letra y, y el 
argumento por la letra z, las gráficas de las funciones 


242. (función inversa) 








y=2=—3 (función directa), у= 
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ya no coinciden: ellas son simétricas respecto a las bisec- 
trices de los ángulos de coordenadas primero y tercero 
(бе. 95). 

De este modo, la función directa y = f (2) tendrá se fun- 
ción inversa de simple valuación z = ọ (y) ó, para las nota- 
ciones corrientes del argumento y de la función, y = Ф (2), 
si para la función directa se toma una región de variación 
tal del argumento z, en la que la función y ó sólo crece, o 
sólo decrece. 


Ejemplo. La función y = a* crece en todo el eje numé- 
rico. Su función inversa y = 215 también erece en todas 
partes. 


$ 128. Función arco seno 


Vamos a partir de la gráfica de la función y = sen z (fig. 89). 
A cada valor del ángulo z corresponde un valor determinado 
y único del seno de este ángulo; en la interpretación geo- 
métrica esto significa que la perpendicular trazada desde 
cualquier punto del eje Ox corta a la curva de la función 
sólo en un punto. ¿Empero, se podría decir lo contrario, es 
decir, que a cada valor admisible del seno, ò sea; al núme- 
o y, corresponde un valor único del ángulo 2? Evidentemen- 
te que no, puesto que sabemos que al valor dado del seno 
corresponde un conjunto infinito de ángulos; por ejemplo, 





sen z ==, tendremos que z =(-4) F-4 mb, donde 


, +1, +2, £3, . . ., es decir, k es un número entero 
cualquiera. Geométricamente estos ángulos los obtenemos 
si trazamos una recta paralela al eje Or a una distancia 
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y sobre el eje Oz. Esta paralela corta a la sinusoide 


infinitas veces, puesto que la gráfica puede continuarse 
indefinidamente a ambos lados. En la fig. 88 se muestran 
los puntos de intersección, cuyas abscisas z son iguales. a 


„Ж: Жы. 
A 


De este modo, por ahora no se puede establecer la correspon- 
dencia inversa entre los valores del seno (y) y los valores de 
т, де manera que esta correspondencia sea unívoca, No- obs- 
tante, si el ángulo z se considera variable sólo en el segmento 


[-5:3) a cada valor de y (| y |<1) le corresponderá un 


único valor de z. En otras palabras, existe una función inver- 
sa de simple valuación que se designa del modo siguiente: 


Si 

у=: (<<), 
tendremos que 

z= arc sen y (ly | <1) 


La última igualdad se lee así: z es un ángulo (arco) medido 
en radianes, cuyo seno es igual a y, o abreviadamente: ez es 
igual al arco seno de y». La notación «arc sen» está formada 
por dos palabras «arco» y «seno»; algunos autores las escri- 
ben juntos «arcsen», aquí las escribiremos separadas. 

El argumento de la función inversa también se admite en 
designar por la letra z, y la función, por la letra y, de mane- 
ra que en lugar de z = arc sen y en adelanto escribiremos: 


y = arc sen 2, 

donde 

12161, <<. 

La propiedad de que las funciones sen z y arcsen z sean 

inversas se escribe así: 

sen (arc sen г) = x, si |21<1, 

arc sen (sen z) = z, si | z | E 

es decir, los signos de las operaciones sarc sen», y esen» si se 

suceden una a otra, se anulan mutuamente y queda el número 
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z, con el cual se realizaron sucesivamente estas dos opera- 
ciones. Por ejemplo, 4) son (aro seng) =se pet 


2) sen [arc sen (— YË) ]=sen (-4) =- %; 


л 





3) aro sen (son $ 
4) are sen [sen (- 


Sin embargo, 


J- 


arc son {sen + x) +4 л. 
Esta expresión se debe calcular así: 
2а а я 
зап =веп (л —4-) воп, 
de donde 
а} а 
are son (sen $E) =. 


Observación. El conjunto de todos los ángulos cuyos senos 
son iguales à z(|z|<1), se designa por la notación Arc 
senz, de manera que, por ejemplo, 


Аю зп (ав, 





Are son (| У) а уфа, 
donde k=0, +1, +2... 


com 


129, Curva de la función y = are sen æ 

Para trazar la gráfica de la función 

y = arc son z ч) 
puedo servirse de que de la correlación (1) se deduce 

2 =sen y 2) 


por definición de la función arc sen, 
Si construimos la parte de la sinusoide z = sen y, que co- 
rresponde a la variación del argumento y en el segmento 


35 Ф], 69а es precisamente la gráfica de la función 
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Fig. 96. 





y = arc sen z (fig. 96). Toda la sinusoide z = sen y es la 
gráfica de la función de valuación multiple 


y = Are sen z. 


Señalemos las propiedades de la función are sen z, que se 
manifiestan mediante la gráfica; 

n Ja función está definida solamente en el segmento 
—1, 1]; 

2) el conjunto de todos los valores de la función compone el 


а д Ж 

segmento [—F, $], es decir, 
л л. 

-zSz 


3) si el argumento z recorre el segmento [—1, 1] de izquier- 
da a derecha, los valores de la función y varían desde — 


п 


2 
ћазіа -1., es decir, la función crece en todo el segmento 
[-4, 1], adquiriendo el menor valor para z = —4, igual 
а — 5-, у el mayor valor para z =1, igual a 5 

4) la función se hace nula cuando z =0; 

5) la función arcsenz es impar: 


arc son (—2) == —are sen z; 


su gráfica es simétrica con respecto al origen de coordenadas. 
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$ 130. Función arco tangente 


La función y = tgz pone a cada valor del argumento z, 
del campo de definición (++ xk), en corresponden- 
cia un valor determinado de y, es decir, la tangente de este 
ángulo. Se puede establecer también la correspondencia 


unívoca inversa entre los valores de y y т, si ala función 
y =tg z la vamos a considerar sólo para los valores de z 


ue se encuentran en el intervalo (—L-,%). Ental caso, 
q z2 


a cada número real y, tomado como valor de la tangente, 
se puede poner en correspondencia el único número z, es 
decir, el correspondiente ángulo en radianes: cualquier recta 
paralela al eje Oz, trazada a una distancia finita cualquicra 
del eje Oz (indistintamente sobre o debajo de él), interseca 
a Ja gráfica de la función y = tg z sólo en un punto, cuya 


abscisa se encuentra entre -4 y + (fig. 91). 


O permución. La función inversa a la tangente se llama arco 
tangente. 
Si y =tgz es la función directa, tendremos que z = 
= arc tg y es la función inversa. 
Esta notación hay que entenderla así: “z es un ángulo tal, 
medido en radianes, tomado en el intervalo ( -4, >) cuya 
tangente es igual al número y”. Trasladando las designa- 
ciones del argumento y de la función, escribimos la fun- 
ción inversa en la forma y = arc tg z. En esta notación el 
argumento z (tangente) es un número real cualquiera; la 
función y (ángulo en radianes) es un número cualquiera del 


АЁ, 
La propiedad de que las operaciones «ig» y «are tg» sean 
inversas so escribe del siguiente modo 


tg(arctgz)=x(= os un número real cualquiera), 


intervalo (2, 4). 


arotg(tg)= 2 (-¿<z<j). 
Do este modo 
tg(arctg2)=2, tg larc tg (—m)]= 





arctg (tg) =$. poro arotg (е4) =, 
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= 








puesto que el ángulo Hz sale de los límites del intervalo 
4 
(E. $). Por eso bay que escribir: 
3 
асч (а тл) =0rctg(—1)=—¿. 


Observación. El conjunto de todos los ángulos (arcos), cuyas 


tangentes son iguales al número dado =, зе designan por 
Arc tg z. Do aquí se deduce que la función y = Arc tg z es 
de valuación multiple: 


Arctgi=2+ak, 
Arctg(—V3)=—F-+at, 
dondek =0, +1, +2... 





431, Curva de la función y = arc tg æ 


En la'fig. 97 se muestra la gráfica de la función y = arc tg z. 
Esta curva coincide con la curva de la función z = tg y, 


cuando el argumento y varía en el intervalo 3) М 


Propiedades de la función arc tg z: 
1) el argumento z puede ser un número real cualquiera, es 
decir, la función está definida en todo el eje numérico; 
2) el' conjunto de valores de la función (y) forma el intervalo 
л ол 

E): 
3) la función arc tg z es impar, puesto que are tg (—2) = 
= —arc tg 2; la gráfica es simétrica respecto al origen de 
coordenadas; 
4) la función arc tg z crece en todo su campo de definición; 
cuando =, al crecer, recorre el eje numérico (eje de abscisas) 
de izquierda a derecha, los valores de la función aumentan 
sucesivamente; 
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5) la función arco tangente no tiene valores máximo ni míni- 
mo, si se la considera en todo el eje numérico (— o < 
<< +00) 


$ 132. Funciones inversas de arc cos z y are ctg % 


© осон 1. La función inversa al coseno se llama arco 
coseno. 
Si y = cos z, tendremos que z = arc cos y, lo que se debe 
interpretar del siguiente modo: z es un ángulo (arco) cuyo 
coseno es igual a y. Designando el argumento de la función 
inversa también por la letra z, y la función por la letra y, 
obtendremos la notación 


y = arc cos z. 


La función arco coseno será de simple valuación si el con- 
junto de sus valores están comprendidos en el segmento 
10, л]. En tal caso, a cada valor йе | = | < 1 corresponde un 
único valor de y(0<y<m. 

La propiedad de que las funciones cos £ y arc cosg sean 
inversas se escribe así: 


cos (arc cos 3) = z, si A L2 <f, 

arc cos (cos a) =x, si 0<z<m 

La gráfica de la función y = arc cos z coincide con la parte 

de la gráfica de la función z = cos y, que corresponde a la 
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variación de y desde O hasta a (fig. 98). Utilizando esta 
gráfica establézcase las propiedades de la función aro сов л. 


O perisicion 2.. La función inversa a la cotangente se Пата 
arco cotangente. 
De la igualdad y = ctg z se deduce que z = arc-ctg y, 0 еп 
las notaciones ya acostumbradas 
у = arc otg х. (1) 
En la igualdad (1) z es un número real cualquiera, tomado 
como valor de la cotangente, y es el ángulo (arco) correspon- 
diente tomado del intervalo 0< y < m. En la fig: 99 se 
muestra la gráfica de la función 
Ejemplos. 

dm 

1) ао 7 





2) arcctg(—1)=4 7 
3) arccos (—1)=7; 
4 я 
4) посв. 
La propiedad de que las funciones are ctg 4 y ctg х sean 
inversas se puede apreciar de la siguiente anotación 
ctg (aro ctg a) =x, si — o <x< oo; 
arc ctg (ctg z) = х, зі pE A 
Observación. El conjunto de todos los ángulos, cuyos cose- 


Tos (cotangentes) son iguales a т, зе designa con la notación 
Arc cos х (respectivamente Arc ctg z). Por ejemplo: 


V 
Arccos V= + E- 2k, 


Aro ctg(—1)=Fu+ak, 
donde k = 0, +1, +2, . 





$ 133. Algunas identidades que relacionan 
los funciones trigonométricas inversas 


Teorema. Para todo valor real де х дие satisfaga la desi- 
gualdad |z |< 1, se tendrá la identidad 


л 





Arc sen z 4-arc cos q 


T 
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pemostractox. Examinomos los dos ángulos 
aresenz y Á—arocosz 


y demostraremos que ellos coinciden 
Por defi б 





л 


аго зеп 





O< arc cos £ < n. 


De las últimas desigualdades obtendremos: 





x a 
q Sar cos Es. 


De este modo, ambos ángulos están contenidos en el seg- 
mento | — $, $], que es, como se sabe, el conjunto de valo- 
res de la función de simple valuación y = are sen z. Por lo 
tanto, para la demostración de la coincidencia de estos ángu- 
los es suficiente demostrar la coincidericia de sus senos. 


En efecto, 








sen (are sen 2) = z, 
sen (F—aro созт) = сов (аге cos 2) = z, 


con lo que el teorema queda demostrado. 

De un modo semejante se puede demostrar que para cual- 
quier valor real de z se cumple la identidad 
arctgz+arcctigs= 5. 

Recomendamos a los lectores la demostración individual del 
mismo. 


$ 434. Expresión de cualquier función trigonométrica 
inversa mediante las demás funciones 


Cualquiera de las cuatro funciones trigonométricas inversas 
se puede expresar mediante cualquiera de las tres restantes. 
1. Expresión del arcsenx mediante el arc cos, are tg y 
are ctg. Tengamos 


sena =z (0< z< 1). 
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En tal caso 


созо = У 121 
ша 





(1) 





ctga 
Las igualdades (1) y la igualdad inicial son equivalentes 
a las siguientes igualdades: 

a=arcsen z, \ 


а= аго соз УТ з, | 
= 








0 =arc tg 


@ 






у 


a=arcctg 





Estas igualdades se deducen de la misma definición de las 
funciones trigonométricas inversas. 

Puesto que los primeros miembros de las igualdades (2) son 
iguales entre sí, también son iguales sus segundos miembros: 





аге $еп т == аго соз /1—. 





arc tg 





2 =arc olg 
уа =" 


Ejemplo. 


5 





aresen $= rceos/ чош Е =ош х 
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o bien- 
5 12 5 12 
аге веп ту = аге соз {5 = аго ш үз = аго сш у. 


2. Expresión del arctga: mediante las restantes funciones 
trigonométricas inversas. Tenemos 


tga=z (2>0 0<a<3). 


En tal caso 
1 


сїш@=-, cosa= зепа = 





1 z 
Ул Via 
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© 


Por oso 
а= аго 2, 

1 
а=ассш т, 


аг == аге сов. 








1 
Уе 


œ= Are sen ~ i; 
ута T 


arctgz=arcetg £ 





Ejemplo. 


3 
aro lg =arcctg 





o bien 





2 vatanni 


Recomendamos a los lectores demostrar por el mismo méto- 
do la validez de las siguientes igualdades: 





жагоо 





arc cos z= arc sen Y T— z = are tg 
0<z<1); 
arcctgz=arctg += arc sen 





с с08 === 302220). 


Е И Vi 
135. Ejemplos de Funciones trigonométricas inversas 


Ejemplo 1. Calcular son [arocos ($) + 3are sen x]. 


Suponemos que: 








a=arscos( = 
En tal caso 
cosa = por lo tanto, a=% л, 
з 
3 л 
воп В E, por lo tanto, B= F» 
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do donde 





Ejemplo 2. Calcular tg (orosen £ +aretg $). 
Suponemos quo 

1 4 
a=areseny, Вас. 


En tal caso 





Por la fórmula de la tangente de la suma tendremos: 
шафів 
telete =r iath 





k al, 
уз 





Ejemplo 3. Calcular sen (2arctg 2—Larocos 2). 
t7 F 4 


En las nuevas notaciones este ejemplo se puede escribir del 
siguiente modo: 





sen (204), 
donde 
a=arctgL, 

1 
В =агссов 2. 0 
Conforme a estos datos calculamos previamente sen 2a, 
cos 2a, sen q y Cos L puesto que 
sen (2a—4 =son 2a-cos É — cos 2a-sen $, (2) 


Do las agualdades (1) se deduce que 
а= соф, 
donde æ y $ son ángulos agudos. Por eso, 


2а. 
Figa’ 


para tga=4 tendremos: 
4 


sen 2g = 





1 
зеп 2% =-г- ; 


2 


1а 
рат 





соз2@ = 2 
1 5 
wot 


(aquí el ángulo œ se considera como mitad con respecto 
а 20 y, por eso, se han utilizado las fórmulas del § 119). 
Análogamente 


ob E, 





ау 
=? 


z 


a 
mp 


mty EE 





leos B= 
A continuación, utilizando Ja (2), tendremos 
sen (2aro иу 


4 лут 4 з Ий зү. 
syg V ng V 2g =t 0086. 





Ejemplo 4. Verificar si se cumple la igualdad 
arctg i +2aro lg == aro lg. 
pl 
а 28 
Si esta igualdad se cumplo, es decir, el primer y segundo 
miembro son ángulos idénticos, tendremos que a igualos 


ángulos les corresponden iguales tangentes. Tomemos las 
tangentes de ambos miembros: 


tg (arctg + 2are чт) =ше+ф=[% ЕВ 
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Тего 


21 7 
qa, =3(0<2<1) 





wasi (<ac), 


por lo cual «+28 <+, y el primer miembro de la igual- 
dad es un ángulo agudo, además, 


2,17 
ata 





tg (arcte $+ 2are tg 





Т 


ач) 


De la igualdad de las tangentes de los dos ángulos agudos se 
deduce la igualdad de los mismos ángulos. Con esto queda 
demostrada la igualdad. 

Ejemplo 5. Hallar z de la ecuación 

агс зеп х — агс созт = 0 (т> 0). 


Puesto que aresenz=arccos У 127, 
tomar la siguiente forma; 





la ecuación puede 





are cos 
de donde 


Vi-A=x, ia 


агссозт, 





22=1, ó r=. 
Verificación: 


vi 


1) arosen L2—are cos 






2) arcsen (28) —arocos (- 


4 2 а 4. а 
El número —-%> no es una raíz de la ecuación dada, sino 
es la raíz de la ecuación 


ATC SON Y — агссозт = —л. 
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$ 136. Algunos ejemplos de ecuaciones trigonométricas 


En el $ 124 se dieron ejemplos de resolución de ecuaciones 
trigonométricas elementales. 

Veamos olros tipos de ecuaciones trigonométricas y sus 
métodos de resolución. 


1. Ecuación del tipo 
a cos? z + b cos z-sen z + esen? z = O. 4) 


La ecuación (1) se llama homogénea respecto a зеп т у соз, 
además el grado de homogeneidad es igual a 2. (Compárese 
con la ceuación algebraica az* + lay + cy? = 0, que tam- 
bién se lama homogénea de segundo grado respecto a т 
ey). 

Vamos a considerar los tres coeficientes a, b y є distintos 
de cero. Es evidente que los ángulos, cuyos senos o cosenos 
son nulos, no pueden sersoluciones o raíces de la ecuación (1): 


cos zÆ 0, sen z 0. 


Supongamos lo contrario, es decir, que cos z = 0. En tal 
caso los dos primeros términos del primer miembro de la 
ecuación (1) v hacen nulos, y se obtiene: 








esen? z = Ô, 


lo que es un absurdo para c 3% 0, puesto que sen x= +1 
cuando cos z =0, 

Análogamente comprobamos que sen z0. En tal caso, 
todos los términos de la ecuación se pueden dividir por 
cos? z (o por sen? z). Obtendremos una ecuación cuadrática 
con respecto a la tangente (correspondientemente a la co- 
tangente): 

соат фатфа 
de donde 


da Y hac, 
2с t 








tga- 
si 5*—4ac>0, la ecuación tiene raíces reales, 


Ejemplo. 2costz + 5oosz:senz — 3sentz =0, Des- 
pués de dividir рог сов? г, obtendremos: 


Зз 51-2 = 0, 








(шху= 


даеш (5) prk, q= аго лд, 

xy = arc ig 2 + ak, 

donde k = 0, +1, +2, . 

En general, la ecuación de tipo 

a cos? z + b cos z sen z + c sen? g = m, 

donde m + 0, se resuelve del siguiente modo: multipli- 


quemos el segundo miembro de la ecuación рог1= 
= веп®х -+- соз? х. En tal caso 


a cos? z -+ b cos z sen z + c sen? æ = m (sen? z + cos! a), 
(a — m) cos? z + b sen x:cos z + (e — m) sen? z = 0. 


Esta es una ecuación homogénea y se resuelve por el método 
anterior. 

2. Ecuación del tipo 

а созт {+ bsen z= (25 0, 250, с 0). 


Expresemos cosz y senz por la tg (9 149); obtendremos: 











z = 

Б 1-05 2ч 

= т 

RH Az 
o bien 
1-а 


z 
apat? T "z (== ш 3) E 

lo que nos conduce a una ecuación de segundo grado: 

@+дф2#—2м+с—а=0. 


Si el discriminante D = b? — (с — а) (а+с)>0, б а®-+- 
+ b%>e*, la ecuación tiene raíces reales. 





Ejemplo, 5cosz + 4 sen z = 3, 
Aquí a? + 0% — с® = 25 -4- 16—9 = 32 > 0, y la ecuación 
tiene raíces reales. Obtendremos 
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, 2 =2arctg Ун үз, 





El menor ángulo positivo que satisface a la ecuación dada es 
узі 
зы. 
AL principio hallemos su magnitud on grados y después 
en radianes: 
VBH DAR дру, 
are tg 12071 0 50022, 
2 are tg 1,2074 a 100° 44" æ 1,758 rad. 


Segundo método de resolución. Transformemos el primer 
miembro de la ecuación: 


5cosz44sen z=4 (Z cos z+ sen z) . 


z=2arctg 





Introduzcamos el ángulo auxiliar q; suponiendo que lg q = 
=$ (0 =51°20'), tendremos 





5cos z -4+4 sen z = 4 (tg p cos z + sen z) = аач (80). 


Ahora la ecuación toma la forma 





ne +9)= 

de donde 

sen (24) = Bese, 

Pero, 

py e e 
Viry Ves OS 


sen (240) = Fpi 0.4690. 


Por eso, 
a+ = (1) aro sen 0,4686 + nk (k = 0, +Е1,...). 
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Pero 
arc sen 0,4686 œ 27°57". 


Finalmente, 

= —51%20' + (4)*-27%57" 4 180° k. 
Frecuentemente, después de transportar todos los términos 
de Ja ecuación al primer miembro, se consigue descomponer 
este miembro en factores. Igualando a cero cada factor, 
hallamos las raíces de la ecuación dada. 
Ejemplos. 4) соѕл — соз 22 == 1. Representemos la 
ecuación en Ja siguiente forma 
cos z — (1 + соз 22) =0, 

cos z — 2eotz=0, 

cos z (1 — 2 cos 1) = 0. 
Si el producto es igual a cero, debe ser igual a cero aunque 
sea uno de los factores: o bien 


cosz=0, m=- (2k41), 
o bien 


1—2созт=0, cosz=4, 


a+ +2 (00, +1, +2, 





0. Transformemos la suma 





2) sen z -+ sen 3z + sen 5x 
sen z + sen 5r en producto: 


зеп т + sen 5z = 2 sen 3z .cos 2z. 
La ecuación toma la forma 

2 sen 3z-cos 2x + sen 3z 
sen 32 (2 cos 22 + 1) = 0. 

Igualando a cero cada factor por separado, obtendremos: 
зеп 320, За = лк, д к (k=0, +4, +2... 


0, 








2соз 22-1 = 0, соз25—= 
de donde 
2, ља (60, +1, +2, 





2r=+ 
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$ 137. Indicaciones generales 
para Ја resolución de las ecuaciones trigonométricas 


Los métodos de resolución de las ecuaciones trigonométricas 
son variadísimos y no existe una regla general de resolución 
de cada ecuación. Por eso, nos limilaremos a mostrar en 
ejemplos algunos de los métodos de resolución frecuentemen- 
te utilizados. 

4) Si la ecuación contiene varias funciones trigonométricas 
diferentes de igual argumento, todas las funciones se pueden 
expresar mediante una de ellas, después de lo cual obtendre- 
mos una ecuación algebraica con respecto a la incógnita, que 
designa la función por la cual se expresan todas las demás. 





Ejemplo 1. 3 sen x + cos* z =2. Aquí es conveniente 
expresar cos? х por el seno, después de lo cual obtendremos 
una ecuación cuadrática respecto a sen z: 


sen? z — 3sen z +1 [0 


Resolviéndola, obtendremos: 





5 0,382, 
4) 22 30 + 4800.k (k = 0, +1, +. 





dador, mp БУ адаар, рыне, авв 


34V5 





>1. 





Ejemplo 2 3senz + cos z = 1, En este саво по соп- 
viene sustituir cos z por + 1 —senTz, puesto que obten- 
dríamos una ecuación irracional respecto a sen z, y después 
de librarnos del radical podrían aparecer raíces impropias. 
Lo sencillo es resolver esta ecuación del siguiente modo: 


3 sen z — (1 — cos 2) =0, 






бвеп 7 cos 7 —2sen? F=0, 


Despeés de simplificar por 2 y descomponer el primer miem- 
bro en factores, tendremos: 


зел (3 cos $—sen $) =0; 








2 
snj=0, 2=2mk; 
87=3, =2arctg342nk. 

ЕЯ 


2) Si la ecuación contiene funciones trigonométricas de 
distintos argumentos, en los que se encuentra la incógnita, 
frecuentemente lo conveniente es reducir las funciones a un 
argumento. 


Ejemplo 3. senz+2c0s22=4,5. Aquí cos 22 se 
puede expresar solamente por sen z, puesto que cos 2z 
= cos? z — sen? z = 1 — веп?® т — еп? д = { — 2зеп®т, 
después de lo cual obtendremos una ecuación cuadrática 
respecto a sen a: 

8 sent x—2senz—1=0, 


ennet, aa (0, ti, +2 00) 








senn= t, n= (1 ТЕ | nk 

(k=0 +1, +2...) 

Ejemplo 4. cosa -+ cos 2z + cos 3z = 0. Al resolver 
esta ecuación no es necesario reducir todas las funciones a un 


argumonto. Transformemos el primer miembro de la ecuación 
en un producto: 


(cos x + cos 3z) + cos 2z 
2 cos 2x cos z + cos 21 =0, 
cos 2z (2 cos z + 1) = 0, 


air) 42 (60, 1, +2 0). 








0, 





3) Los ejemplos expuestos demuestran que uno de los méto- 
dos más eficientes de resolución de las ecuaciones es la des- 
composicion del primer miembro de la ecuación en factores 
después de pasar todos los términos a ese miembro. Por eso, 
a veces se hace necesario recurrir a métodos artificiosos de 
descomposición. 












jemplo 5. PEA desen 2. Representemos la ecua- 
ción en la siguiente forma: 
1+8: 
PEA =2 sen 2005, 
o bien 
212 М 
PA 2 en 2005 0 
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sacamos el factor común sen х: 


1 
sl 2e Saee 
Tr 





o bien 





sena (——— 


1) senz=0, 1 =5k (k=0, +1, +2 h 
1 

2) соз —SONT 

1—costx | senzcosz y 

— esr snr 

Suponiendo que cos z — sen z =+ 0, hallamos 

1 — cos? z -+ sen z cos = 0, 


—tosz=0, 


sen? z + sen z cos z = Ô, 





sen z (sen z + cos z) = 
de donde o bien sen z = 0, entonces tendremos 1), o bien 
sen a -+ cos z = 0, 

o bien 

ш2= 1, љ= ак (80, &1,...). 


4) Si la ecuación contiene senos o cosenos cuadrados del 
argumento incógnito, generalmente se utilizan las fórmulas 
de. reducción de la potencia, sustituyendo sen*z por 


IZ, y costa por 1ЖОФЫН. Este método conviene 
utilizarlo también para potencias pares más superiores del 


seno y del coseno. 


. Resolución: 





Ejemplo 6. sent z4 costz= 


7 7 


4— cos 2112 4-4oos2012 5 

rH = 
(1 cos 2a)?+ (1 + cos 22)? == 0 
262008025 
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o bien 
14cosár= cosáz=—4, 


dr==H% 4 2nk, 


Базз (k=0, +1, +2. 





5) La ecuación, que contiene términos con productos de senos 
o coseños, puede ser conveniente reducirla a la forma en la 
que los productos sean sustituidos por sumas algebraicas. 


Ejemplo 7. sen 5x cos 3z — sen 8z cos бх = 0. Reso- 
lución: 


+ (sen 8r 4 sen 22) — $ (sen 142 4-ѕеп 22)= 0, 


sen 8r— sen 14r = 0, 


(k=0, +1, 42,...). 






T (2k41) (6=0, +1, +2... 





$ 138. Gráficas de las funciones obtenidas 
por transformación de la sinusoide 


4. Gráfica de la función yy = sen (x -+ a). Veamos como están 
relacionadas entre sí las gráficas de las funciones 


y = sen z e y= sen (z + a). 





Supongamos para certeza que a>0, 

Para iguales valores de la variable independiente z los argu- 
mentos de estas dos funciones se diferencian en la magnitud 
constante (z -+ a) — x = a. Debido a esto, a todo punto M 
де Та gráfica de y = sen z le corresponderá un punto M, 
de la segunda gráñica, de igual ordenada pero la abscisa del 
punto Af,, es menor que la del punto M en la magnitud a. 
De este modo, cualquier punto de la primera gráfica puede 
transformarse en el punto correspondiente de la segunda 
gráfica transportándolo paralelamente al eje Oz en la magni- 
tud a en sentido negativo (fig. 100). Si se desplaza la sinu- 
soide y =sen z a lo largo del eje Oz a la magnitud a, en 
sentido negativo, se producirá la unión (coincidencia) de 
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y у=їнтг ye-¿sena 








Fig, 401 























ше фат 
иет 
































estas dos gráficas, y puede decirse que la gráfica de y = 
= son (z + a) es la sinusoide y = sen z desplazada a la 
magnitud a a lo largo del eje Ox hacia la izquierda. En gene- 
ral, la gráfica de la función y = sen (z + a) es la sinusoide 
y = sen z, desplazada a la magnitud |a | a lo largo del 
eje Oz hacia la derecha cuando a < 0, y hacia la izquierda 
cuando a > 0; 








Observación. En particular, cuando ah tal transfor- 


mación de la sinusoide la hemos examinado en el $ 143-al 
construir la gráfica de la función y = cos z, puesto que 


sen ( 





2. Gráfica de la función yy =A sen. Comparomos las dos 
Топсіобез: 1) у = 2 зеп 2 (А = 2) у 2) y=sens(4=3) 
con la función y = sen z. 

Para iguales valores del argumento z los valores de la pri- 
mera función son dos veces mayores que los correspondientes 
valores de la funeión y = sen z; los valores de la segunda 
función son dos veces menores. En la representación geomé- 
trica esto significa que las ordenadas de la curva y = 2 sen z 
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pueden ser obtenidas de las correspondientes ordenadas de la 
curva y = sen z alargándolas dos veces en dirección del eje 
Oy (las ordenadas positivas se alargan hacia arriba, las 
negativas, hacia abajo). 


La gráfica de la función y =Ż-sen z se obtiene de la gráfica 





de y = sen x comprimiendo todas las ordenadas dos veces 
en dirección del eje Oy, lo que está representado en la 
fig. 101. 

En general, la gráfica de la función y = A sen z se obtiene 
de la gráfica de y = sen z alargando las ordenadas A veces 


en dirección del eje Oy cuando А > і у comprimiéndolas 4. 


veces, ві 0 <А < 1. 

El número A se llama amplitud de la sinusoide y = 
=A sen z y denota la desviación máxima de los puntos de la 
gráfica del eje Oz, es decir, la ordenada mayor en valor abso- 
luto de la curva. 

Observación. La gráfica de la función y = —2sen z es la 
reflexión especular, respecto al eje Oz, de la gráfica y = 
= 2 sen z (véase la fig. 101). En general, la gráfica de la 
función y = Á sen x para Á < 0 se obtiene de la gráfica de 
у = зеп х alargando las ordenadas, si |A | >1 (respecti- 
vamente comprimiendo, si | 4 |< 1) con la ulterior refle- 
xión respecto al eje Oz. 


3, Gráfica de la función y= sen kæ. Supongamos que y = 
= sen 2z (k = 2). Se comprende fácilmente que el periodo 
de esta función es igual a x, es decir, 7 = л, donde por T 
se ha designado el período. En efecto, por definición del pe- 
ríodo la igualdad 


sen 2 (z + 7) = sen 22 
debe cumplirse para cualquier valor de z, ó 
sen (22 + 27) = sen 2z, 

lo que es posible sólo si 

2T = 2an, T = an. 


Puesto que T = n, cuando n = 1, tendremos que n eg el 
menor número positivo, cuya adición a х по varía el valor 
de la función y = sen 2z, es decir, su período. La gráfica de 
la función y = sen 2z es una sinusoide comprimida dos 
veces en dirección del eje Oz (fig. 102). 
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Fig. 102. 








Fig. 103, 








Y=ismítz-5) y=s(2-4) 





La gráfica de la función y = sen + es una sinusoide alar- 


gada dos veces con una longitud de onda (período) de 4n 
puesto que la identidad 


mif em, 
о Меп 
z E z 
р 
se verificará para todos los valores de z, si 
E 2n, es decir, Т=4л. 
En la fig. 102 se muestra la construcción de la grå- 


fica. 
4, Gráfica de la función y = sen (kx + a), k > 0. El argu- 
mento (kz -+ a) se puede representar en la forma k (z + a), 
donde ap = Æ. En tal caso, y = sen k (z + a). Despla- 
zando paralelamente (trasladando) la sinusoide y =senz la 
magnitud ay en dirección al ejo Oz (en | a, | hacia la dere- 
cha, si a, < 0, y hacia la izquierda cuando a, > 0) logra- 
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mos que a la nueva posición de la sinusoide corresponde la 
nueva ecuación у = sen (z + a). Si ahora reducimos la 
longitud de la onda k veces, si k >1 (correspondientemente 
alargamos -4+ veces, si k < 1), a tal transformación geomó- 
trica secundaria de la sinusoide le corresponde la ecuación 
y = sen k (z + a), ó y = sen (kz + a). 

Así, pues, la gráfica de la función y = sen (kz + a) es una 
sinusoide transformada o deformada. Èn la fig. 103 se muestra 
la gráfica de la función y = sen (2z — 3) соп representa- 
ción de cada transformación. 

5. Gráfica de la función y = A sen (kæ + a). Esta gráfica 
es una deformación de la gráfica de y = sen (kz + a), es 
decir, el alargamiento en A veces de todas las ordenadas de 
la gráfica en dirección al eje Oy, si A > 1, ó la compresión 
en~p veces, si 0< A < 1 (si A < 0, la respectiva compre- 
sión o alargamiento se realiza con la reflexión ulterior res- 


pecto al eje Oz). La semejante gráfica (o = 15 воп (22 — 


-3)) se muestra en la fig. 103. 

6. Función y = A cos lex + В зеп Ку. Demostremos que 
y = A cos kz + B sen kz [0] 
puede ser reducida a la forma 

y = C sen (kr + a). 

Multiplicamos y dividimos el segundo miembro de la igual- 
dad (1) por PATF BE: 








=Ү Ей (——^ В 
у= УВ (ути ese үти son ke). 
Pongamos 

ўт = 5епа, ня = (05 A, 

lo que siempre es posible, puesto que, en valor absoluto, 
cada una de las fracciones —L= y == no es 


aa Y VRT 
mayor que la unidad y la suma de sus cuadrados es igual 
a la unidad: 


[уре |<® | 
tl + 
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En tal caso, tendremos; 

y = V AF B (sen a cos kz + cos a sen kz) = 
= V AF Bè sen (kz+ a) =C sen (kx Ha), 
donde C= У А23. 


Ejemplo., y = —0,5 cos 2z + 1,2 sen 2z. Aquí 4 = 
В = 1,2; k = 2. Hallanıos: 


AOS =1,3, 


T 












En tal caso, 
Fi Е 
— 5 0,3846; 


1,2 42 
зеп а= тіз. = 137 0,9281. 


El ángulo a corresponde al segundo cuadrante, en el que el 
seno tiene valor positivo, y el coseno, negativo. Por las 
tablas hallamos 


a = 180 — 6723" = 11237", 
En radianes 

а = 1,9654, 6 a 1,97, 

De este modo 

y = 1,3 sen (22 + 1,97), 


es decir, hemos obtenido una ecuación del tipo examinado 
antes (véase el p. 5). 


139. Resolución gráfica de las funciones trigonométricas 


Ejemplo 4. Supongamos querer resolver la ecuación 
trigonométrica sen 2z = 0. Esto significa que hay que ha- 
llar Jas raíces de la función y = sen 2z, mientras que en 
la interpretación geométrica, las abscisas do los puntos de 
intersección de la curva con el eje Oz. Los puntos de inter- 
sección de la curva y = sen 2z con el eje de abscisas se 


pueden dar por la fórmula z = $ k (k = 0, +4, +2, ...), 
lo que está representado en la fig. 104. 


Ejemplo 2, Las raíces de la ecuación sen 22 = +sqn 
las abscisas de los puntos de intersección de la curva y = 
270 


Fig. 104. 





Fig. 105, 




















=sen 2z con la recta y==, paralela al eje Oz y dispuesta 
sobre ella a la distancia d = + Los puntos de intersección 
tienen la forma 


(APA RR (0 dh 4, +2, 





En la fig. 104 están marcados los puntos próximos al 
origen de coordenadas de abscisas: <p, Pp, «+. 


Ejemplo 3. La resolución de la ecuación sen 2z — 
— соз а = 0 se reduce a hallar las abscisas de los pun- 

tos de intersección de las curvas de las dos funciones, у = 

= sen 2z e y = cos z, puesto que a la ecuación se le puede 

dar la forma sen 27 = cos z. 

Las abscisas de los puntos de intersección de las curvas y = 
= sen 2z è y = cos z, es decir, las raíces de la ecuación, 

se determinan por dos fórmulas (fig. 105): 


а= 3-08-10) (k=0, +1, £2.. ) 


лв (k=0, £1, +2, o) 





En la figura están representadas las raíces —, E, 4%, 


obtenidas de la primera fórmula para k=—1, 0 y 1, 
т 





Fig. 100, 








y las raíces 2., 5л, obtenidas de la segunda fórmula 
para k=0 y 1 


co 


140. Oscilación armónica simple 


Por la circunferencia de radio OA = a se mueve el punto M 
a una velocidad angular constante en sentido positivo, Se- 
gún qué ley se mueve la proyección del punto M sobre el 
eje Oy, es decir, el punto С, si al comenzar el movimiento 
(4 = 0) el punto M que se mueve por la circunferencia se 
halla en la posición Mg; la velocidad angular del punto M 
es igual a o (ZÈ) (fig. 106). 

En el instante inicial el redio OM forma con el eje Oz el 
ángulo /A0Mp =a. Después de £ segundos el ángulo 
aumenta la magnitud ct, y el radio OM, correspondiente a 
la nueva posición del punto, forma con el eje Oz el ángulo 
20M == vt + a. En el tiempo £s la proyección del punto 
M sobre el eje Oy, o sea, el punto C, de la posición inicial 
Co se traslada por el eje Oy a la posición C. Si designamos por 
y el segmento OC, que caracteriza la desviación de la pro- 


yección C del centro de la circunferencia en el instante £, 
tendremos 


<= son (аа), 
o bien 
у = азвеп (02 + а). 


Esta es precisamente la ley que describe el movimiento de la 
proyección del punto M sobre el eje Oy. La proyección C se 
mueve de manera rectilínea por el eje Oy, oscilando alre- 
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dedor del punto O, es decir, desviándose ora hacia arriba, ora 

hacia abajo no más que la magnitud del radio. Por lo tanto, 

la proyección se mueve por el eje Oy entre los puntos B: y В. 
@ beericion.. El movimiento por la ley 

у = a sen (wt + a) 

se llama oscilación armónica simple. 

Aclaremos el significado de las constantes que componen la 

ecuación 

у = asen (ot + о). 

El parámetro a se llama amplitud de la oscilación y caracteri- 

za la mayor desviación del punto oscilante del centro O. 

El argumento ot + a. recibe el nombre de fase del punto osci- 

lante C; œ es la fase inicial de la oscilación. El tiempo T, 

durante el cual el punto M cumple una vuelta completa por 

la circunferencia, y por lo tanto, el punto C efectúa una 

oscilación completa y vuelve a la posición inicial, se Hama 

período de oscilación armónica. Es evidente que 


$: 





CE 

А о. 

La magnitud inversa al período de la oscilación, se llama 
frecuencia de la oscilación; la frecuencia 


1_ o 


an” 
Observación. La proyección del punto M, tomada sobre el 
¿je Oz, efectúa también una oscilación armónica, sí el pun- 
to M se mueve uniformemente por la circunferencia, pero 
sólo con otra faso inicial: 
ж =а соз (+ ®) =a sen [F+0t+a], 
o bien 


2-а (оа). 
— 


Җ 
La gráfica de la oscilación armónica para el caso a=1,5; 
о=2; а= — 5 е814 representada en la fig. 103. 

A Ejercicios 


4. Hallar: 4) arc sen + 2) arosen 5—5 


3 акц уЗ; 4) Loro 194; 5) 3are tg a)" 
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2. Mallar: 1) arc cos YE, 2) are cns 3) are ctg V3; 





4) Zaro ctg (— 1); 5) are cos0. 
3, Calcular, 1) arc tg 1+are tg V3; 2) arc cos (— t)+are sen (—1); 





3) жс ааа (YË), 
å. Construir los correspondientes ángulos (arcos): 


1) arc sen 0,6; 2) are cos (—0,4); 3) arc tg 1,5; 4) arc sen (— 0,3). 
5. Exprosar y como función de y de las siguientes igualdades: 


a л 1 
0 изил, ві <<: 2) у= узела, 


а а 
s Pers 
3 y seoste, si Oga Ei 

1 
зет з Pr <a 
i =n <r <n; y=elgds, si or. 
6. Expresar x como función de y de las jgualdados: 





1) утас: 2) у= 2а; 


аге соз х; 4) у Ззеп 27, 





аге соз. 





7. Calcular; 1) cos (are sen 0.8); 2) te (aro soni 


3) sen (2are sen z) (0 <z < 1); 4) cos (2а tg V3 —arc son +) р 

$. Demostrar el cumplimiento de las siguientes igualdades: 

1) Zare cos z= arc cos (2r —1), 0 а 1; 

2) are igt+arc ГЕ 123; 

3) are cos 0,6-+-агс соз 0,8 = аге сов 0. 

3. Utilizando Јав notaciones de las funciones trigonométricas inver- 


sas, escribir la forma general de los ángulos, correspondientes al 
valor dado do Ja función trigonométrica; 





1 


2 1 
1) senz ==; 2) s0nde= 7r; 3) cos 2e= 5; 


4 s 3 
т} ооз F=>7 


4) tg 2z=5; 5) sen (z= т 
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Advertencia. Sí зеп 22 tendremos que 2e=(—1)Ax 


5 
3 1 Зл 
Xaro sen т-ра ey (1) aro sen ЦЕ, 61, 62,43, . 





10. Transformar en producto: 
1) son 804 sen 30"; 2) sen 3o-—sen a 3) sen 5--зеп 3; 
4) cos 4r — cos 2r; 


5) ig earam 0) ма Т0 сів 40°; 7) Lycos 


8) VT + tg 4; 9) 203 y sen 40°; 10) cos a + cos 2a + cos 305 
14) t+sen z4-cos x; 12) cosz+sen 2z- cos 3z; 
43) sen A+ cos A; 14) 3—4 cos? z. 
11. Representar en forma de suma las siguientes expresiones: 
4) 2 веп 40°.соз 20% 2) 2cos 70*-sen 10%, 3) sen 3a-cos a; 
Ж. л п 3л 

4) совбазвеп 22; 5) сов. 0.008 0; 0) зела sen ps 

а а я а 
7) sen (+) cos (2 -2) ; 8) cos (2-5) eos (++) 
12. Demostrar las identidades: 
1) 4 sen а-зеп (60° — а) зеп (60°-- а) = зеп де, 
2) senz+cos z412: 2 VZ cos $ cos GE 3) ; 
ача, 








З) (соз А -} соз В)?-+- (зеп А — sen B}? == 4 cos? 


> y е 1 соз 20° 
4) 12.207 4 tg 40" + tg 50"-4- lg 60 "эз? 


5) sen 10”4-2 sen 5>cos 15" сов 50° = сов 10°; 
6) cos 2a.-cos a — sen 4a -sen a= cos 3a cos 2o; 
7) sen a sen (B— y)+sen B sen (ү— æ) + sen y sen (a —f) = 0; 








8) cos 10°-co8 50°08 10° =V ; 





5 
9) 1—4 cos? a = 4 зеп (80°-- а) sen (a: 60"); 

cos2a wé 
10) 1 12) gsi = ctg (45°— a); 
П ЕА 13) р 209-6 409-46 60*-1g80*=3. 


13. Resolver las ecuaciones: 
1) senz+20082=1; 


2 УЗ зеп соз 
3) Взепх 300524; 
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4) sen 2x=(c082— sen 2); 





5) sent 243 зәп 22 





6) son 3z= cos 2r, 

Advertencia, cos 2e =sen (5-2) 5 

7) tg 2z—cetg 3z=0; 9) зед 3z cos 5z = sen 4x cos бг; 

8) sen (z+ 45°) sen 19h, 10) sen 2z+ cos 2z= VŽ sen 3z; 
үз л д 

п) [Len (247) son (6-3) 

12) 12зеп2--4 УЗ соз(г л) -8 уЗ; 


18) Вава 23а 40 18) costa—2 V3 cos z sen z— 
sent z=; 


19) sen т зеп (2-4 609) x 





14) sen z=sen 2z4-c0s 3z— 
15) sec z=4sen z+6 cos z; 








a ханаа 
16) 3cosz+5sen у= —{; 
20) sen x-sen 2z-sen 3z == 


s ; 

17) cos$+oosz-Heos2r=0; =$ sen áz; 
senztgr 

2) савтї 





22) ctgz=2 cos Ez 





Advorten: 


23) 2s0n 324 УЗ соз 5: 4. зеп 52. 
24) зеп 42 —зепа 22 == вепо г — sen? 





T 











25) seet Z1 ‚трн 


26) 6 (P+=) =cgz—1; 


27) 2(c092—sen 3)+10cos 2 sen2—5=0; 
28) sen? z— cost z=1; 
сов: 
1 веш2:' 
вед 2 sen 3z-+ sen 52 А 
30 соз peos T? O, 
31) sen 8л--4зеп3 х--4 созт =5; 


32) 2[1—son (Fo) ]-V5 1 z 


29) cosz-+sen r=: 








CAPITULO XII 


PROGRESIONES 


$ 141, Sucesión numérica 


Ejemplo 1. Los postes telegráficos se ponen a una dis- 

tancia. de 50 т uno del otro. Expresar la longitud de la 

línea de comunicación S, en función de la cantidad de postes 

instalados. 

Es evidente que S, = 50 (0 — 1). 

рава бу. 

5, = 50 т, 100 т, 150 т, 200 т,... 

Ejemplo 2. De la geometría se sabe que el número de 

todas las diagonales de un polígono convexo de n lados se 
y 


determina por la fórmula a, ="% donde a, es el nú- 


2 
mero dë diagonales en n ángulos. Dando a n los valores: 
4, 5, 6,7, 8, . . . obtendremos los correspondientes valo- 
res de a, =2, 5, 9, 44, 20, ... 
En los dos ejemplos examinados hemos obrado con funcio- 
nes, cuyo argumento n puede adquirir solamente valores 
enteros positivos. Estas funciones se admiten en llamar fun- 
ciones de argumento natural (de otro modo, funciones de 
argumento entero) y escribirlas brevemente (simbólicamente) 


así: 
aa =f (n) ó {an} 

La particularidad esencial de la función de argumento natu- 
ral es que el conjunto de sus valores se puede numerar y dis- 
poner en un orden determinado: Gr, az as Qn >- ал. 
Aquí, en el primer lugar se encuentra el número a; = / (1), 
en el segundo, el número a, =f (2), en el tercero, a, = 
= ] (3), ete. En este caso se dice que el conjunto de núme- 
TOS: Au n Mg, --.5 Gps -.. está ordenado. 


@ DEFINICION 1. El conjunto ordenado de valores de la fun- 
ción de argumento natural se llama sucesión numérica. En 
forma -general una sucesión numérica se escribe así: 
Gy az; as.. Gp, - - . EL número a se llama primer tér- 
mino de la sucesión, el número a», segundo término, etc. 
Veamos otros ejemplos de sucesiones, 
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Ejemplo 3, Si se eleva al cuadrado cada número natu- 
ral obtendremos una sucesión de cuadrados de números 
naturales (1%) 4, 4, 9, 46, 25, 0. mè, o- 

Ejemplo 4. Para cada número natural » existe un nú- 


qi Р В 
mero inverso a él LL; estos números inversos forman la su- 
Р di {1 

cesión numérica (5: 
1 $ 4 1 
A O a TA 
La sucesión se considera dada si se conoce la regla por la 
cual cada número natural n se encuentra en correspondencia 
con otro número a,. De ordinario esta correspondencia se 
establece por la fórmula del término general de la sucesión, 

2. Esta fórmula da lugar a la suce- 
2n+1 
.. Sin embargo, no toda sucesión numé- 


1, 








por ejemplo, an 
жї а Ж 4 
sión + q тоз 
rica se puede dar por una fórmula. Así, por ejemplo, para 
la sucesión 3, 3,1; 3,14; 3,141; 3,1415; ... no estamos en 
condición de indicar una fórmula que permite por el nú- 
mero del término de la sucesión determinar el propio 
término. 

No obstante, la regla por la que están formados los térmi- 
nos de la sucesión, se expresa verbalmente con facilidad: el 
primer término de la sucesión es un valor aproximado del 
número л por defecto con la exactitud de hasta 1, el segundo 
término es un valor aproximado de z por defecto con la 
exactitud de hasta 0,1, etc. En general el n-simo término de 
la sucesión es un valor aproximado del número x por defecto 


con la exactitud de hasta E; 

La sucesión 2, 3, 5, 7, 14, .... es interesante ya que sus 
términos son números simples dispuestos en su orden de cre- 
cimiento. En primer lugar se encuentra el menor número 
simple 2; en segundo lugar, ol siguiente número simple, es 
decir, el 3, ete. Esta sucesión se continúa fácilmente, dis- 
poniendo la tabla de números simples; sin esta tabla no 
estamos en condición de decir, por ejemplo, el término que 
se encuentra en el 1000-ésimo lugar, puesto que no hay una 
fórmula que exprese el n-simo número como función del 
número. Šin embargo, Ja regla verbal expresa exactamente 
la loy de formación de'sus términos. A veces la sucesión se 
da por la fórmula de recurrencia, por ejemplo, а: = а, + 
+ anys El sentido de esta fórmula consiste en que cada 
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término (comenzando del tercero) se determina como suma 
de lós dos términos anteriores próximos a él: a, = 4; + аз, 
а, = a, + ay, ... Para que sea posible escribir esta suce: 
sión hay que dar sus dos primeros términos. Supongamos 
que ay =2, az = 1, en tal caso tendremos: аз = 3, а, 
= 4, a, = 1, a = 11, ete. 


© bemmacion 2. La sucesión (an) se llama monótona crecien= 
te, si cada lérmino siguiente es mayor que el ante- 
rior,es decir, la desigualdad apy, > a, ез cierta para todo n 
natural. En los ejemplos 1, 2, 3 ya nos hemos encontrado 
con la sucesión monótona creciente, 


© perisicion 3. La sucesión (a,) se llama monótona decre- 
ciente si cada término siguiente es menos que el anterior, es 
decir, la desigualdad ans < @n e cierta para todo z na- 
tural, 
Un ejemplo de una sucesión monótona decreciente es 


CS 


Existen sucesiones cuyos términos ora crecen, ora decrecen: 
Estas sucesiones se llaman oscilantes o indeterminadas. 





т dde 
Ejemplo. 2, = (1.2. 
Para n=1,2,3,4, 5, ... obtenemos los términos de la 
sucesión 
85 
ÓN 





Se nota fácilmente que az < ay, рео аз > ав. 
Los términos de esta sucesión crecen y decrecen alternativa- 
mente. 


$ 142. Jlustración gráfi 


Los términos de las sucesiones monótonas (es decir, sólo 
crecientes o sólo decrecientes) se representan cómodamente 
por puntos sobre un eje numérico; además, al crecer el punto 
se mueve hacia la derecha a medida que crece el número de 
término, lo que está representado en la fig. 107. Para la 
sucesión monótona decreciente el punto se mueve hacia la 
izquierda con el crecimiento del número de término 

Podemos proceder también de otro modo, admitiendo el 
número de cada término como abscisa, y la magnitud de ese 
término, como ordenada y construir los puntos (1; aj), 





de una sucesión 
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Fig. 108. 











(2; ap), (3; as), - .... eto. Se obtiene una serie de puntos aisla- 
dos del plano o, como se dice, puntos discretos. Estos pun- 
tos, o dicho con rigor, sus ordenadas son las representacio- 
nes de los términos de la sucesión. 

En la fig. 408 se muestra la sucesión (0,):t, —4, 4, 
En ésta a, = (—1)", Si quisiésemos representar los tér- 
minos de esta sucesión en forma de puntos sobre el eje numé- 
rico (eje de abscisas), tendríamos que la representación 
sería inexpresiva, puesto que los términos con números im- 
pares se representan por un punto m+ = f, y todos los 
términos con números pares se reúnen en otro punto azn = 
—1. En este ejemplo se puede notar la ventaja del segundo 
método de representación ante el primero. 











143. Progresión aritmética 


Examinemos las siguientes dos sucesiones: 

4,7, 10, 13, 16... 

8,3, 2,7, Ad... 

Su ley de composición es la misma; la diferencia entre cual- 
quier término de la sucesión y el próximo a él de izquierda 
(anterior) es una magnitud constante. En el primer ejemplo 
esta diferencia es igual a: 7—4 = 10—7 .. =3 enel 
segundo ejemplo tendremos 3-8 = —2—3 = —5. 











© perimicion. Se lama progresión aritmética una sucesión de 
números, en la cual cada término siguiente se obtiene del 
anterior sumando a éste un mismo número denominado 
diferencia de la progresión. La diferencia de la progresión se 
designa por la letra d; por lo tanto, en el primer ejemplo 
d = 3; en el segundo ejemplo d = —5. Los términos de una 
progresion aritmética se designan por aj, а, аз, еіс.; en el 
primer ejemplo а, = 4; аз = 7; а, = 10. 
Si d > 0, la progresión es creciente; si d < 0, es decreciente. 
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Para demostrar que la sucesión dada es una progresión arit- 











mética se le antepone el signo +, por ejemplo: +7, 9, 
М; 48;... 
Si d= 0, todos los términos de la progresión son iguales 


entre sí. El estudio de estas progresiones no presenta interés. 


$ 144. Fórmula de cualquier término 
de una progresión aritmética 


Por definición de la progresión tendremos 

в=а+4 

a, =m + d = а + 2d; 

a, = a; + d = a, + 3d. 

Se puede notar la siguiente ley: para obtener un término de 
una progresión aritmética de número k hay que sumar al 
primer término la diferencia d multiplicada por el número 
de términos que preceden al que se determina: 

a =a + (kid (1) 
{al término a, le anteceden (k — 1) términos). Por ahora 
ésta es muestra suposición, pues aún no está demostrada la 
validez de la igualdad (1). 

Demostremos que si la igualdad (1) es cierta, también es 
cierta la igualdad 

аы = а + К. (2) 
En efecto, 

аы = ar + d = a, + (k — 1) d + d = a, + kd, 

con lo que queda demostrada la validez de la igualdad (2). 
Hemos comprobado directamente que para k = 2 y k = 3 
Ja fórmula (1) es cierta, en tal caso, por demostración tam- 
bien es cierta cuando k = 4, y si lø es para k = 4, 10 ез 
también para k = 5, y en general, es cierta para todo k = n. 
Por eso, 

а, = а + (n — 1) d. 












$ 145. Media aritmética 


Supongamos que ад, ад, аң Son tres términos sucesivos 
de una progresión aritmética. En tal caso, por propiedad de 
la progresión tendremos: 

аз — йд = Фм — ш 

Rak = Ah-s + акн; 


orita 
аан. 


Se llama media aritmética la semisuma de dos números; por 
lo tanto, cualquier término de una progresión aritmética (ex- 
cepto el primero) es la media aritmética de dos de sus térmi- 
nos contiguos. 


Ejemplo. Intercalar 7 medias aritméticas entre los nú- 
meros 8 y 20. Esto significa que se deben hallar 7 números 
tales que junto con los números dados 8 y 20 formen una 
progresión aritmética; el primer término de esta progresión 
es el 8, el noveno, el número 20. Tendremos que 

в = а + 8d; 20 = 8 + 8d, d = 1,5. 

La progresión buscada será: 

+8; 9,5; 11; 12,5; 14; 15,5; 17; 18,5; 20. 


Este ejemplo se puede generalizar: si hay que intercalar k 
medias aritméticas entre los números a y Б, tendremos que 





b=0+ (441), d=? 





З: 


Conforme al primer término y la diferencia d se puede escri- 
bir los restantes términos. 


$ 146. Fórmula de la suma de los n primeros términos 
de una progresión aritmética 


Señalemos previamente una propiedad de la progresión 
aritmética con un número finito de términos. 
Supongamos tener la progresión 


+2, 7, 12, 17, 22, 27, 32, 37. 


Sumemos los términos eguldistantes de los extremos de la 
2+37=39 74+32=39 12427 =39; 
9; notamos que la suma de dos términos de una 
progresión aritmética equidistantes de los extremos es igual a la 
suma de los términos extremos. 
Así debe-ser: los primeros sumandos de estas sumas (es de- 
eir, 2, 7, 12, 17) crecen en 5; en cambio los segundos suman- 
dos (37, 32, 27, 22) decrecen en 5; debido a esto la sumá do 
cada par de sumandos permanece constante. 
Pasemos a la deducción de la fórmula de la suma de los п 
primeros términos de una progresión aritmética. Designemos 
esta suma por Sn: 


5 =а@+@+а +... а-а H Gni H On (0) 
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Si los sumandos del segundo miembro de la igualdad los 
escribimos en el orden inverso, la suma $, no variará por 
ello: 


Sa = an аа аа... H ag а + а B 


Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2), obten- 
dremos: 


28» = (01 + an) + (az + ал.) + (+ n-d) +- 
+++ + (an-z + aa) + (anmi + a) + (an + а). 


En cada paréntesis tenemos una suma de dos términos equi- 
distantes de los extremos de la progresión; por lo tanto, to- 
das estas sumas entre paréntesis son iguales entre sí y cada 
una de ellas es igual a la suma de los términos extremos a, + 
+ an; en total son n paréntesis, es decir, tantos como térmi- 
nos de la progresión. Por eso, tendremos: 

2S, = (a + an) n 


— yan) 
5 E п. 








La suma de los n primeros términos de una progresión artimé- 
tica es igual a la semisuma de los términos extremos multipli- 
cada por el número de términos. 
Se se utiliza la expresión del término general de una pro- 
gresión aritmética: a, = a, + (n — 1) d, la fórmula de la 
suma puede tomar otra forma: 


s, astata td p, 


в, = 290904 





Es conveniente utilizar esta fórmula cuando hay que hallar 
el número de términos de una progresión según los datos 
andy Sn 


147. Representación geométrica de la suma $, 


Demos la deducción geométrica de la fórmula de la suma de 
los n primeros términos de una progresión aritmética. Antes 
señalemos lo siguiente: si la base de un rectángulo es igual 
a la unidad, sú superficie se expresa por el mismo número 
que su altura., 

Construyamos » rectángulos do alturas iguales a los térmi- 
nos de la progresión aritmética (fig. 109); la base de cada 
rectángulo es igual a la unidad: todos los rectángulos están 
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juntos uno a otro. Obtendremos una figura escalonada (en la 
figura se muestra rayada), cuya superficie numéricamente es 
igual a S,. Si a la figura rayada se le yuxtapone una misma 
figura, pero dada vuelta, se obtendrá el rectángulo ABCD 
de base AB = n, altura AD = a, + an; la superficie de 
la figura rayada es la mitad del rectángulo, es decir, S, = 
(ayan) 
siten, 


$ 148. Ejemplos de empleo de la fórmula de la suma S, 


Ejemplo 1. Hallar la suma de los n primeros números 
de una serie natural. Tendremos: a, = 1; dp = n; el número 
de términos también es igual a n; por la primera fórmula de 
la suma so puede escribir: 


Una 
sE. 

Ejemplo 2. Hallar la suma de 10 términos de una pro- 
gresión: 

+ 18; 14; 40; 6, 


En este caso d = 14—18 = —4; a, = 18; n = 10. Por la 
segunda fórmula de la suma tendremos: 


So AE, 10; Sy=0. 





Ejemplo 3. El cuarto término de la progresión es igual 
ad, el noveno término, igual a —6. ¿Cuantos términos hay 
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que tomar para que su suma sea igual a 54 
a=-=6, ó +3d=-—6 
a=9 ó а+3й=9 

52—15 





і = —3; 
9 = a, + 3-(—3); 
а = 18. 


Por la segunda fórmula de la suma tendremos: 
54m BA 
AO 
108 =(36—3n + 3) n; 
36=(13—n) n; 
пї%—13п-Е36 =0. 


Resolviendo esta ecuación cuadrática obtendremos 





т = 4; п = 9. 


Abmas respuestas satisfacen los datos del problema, lo que 
se aprecia al verificar: 


+18, 15, 12, 9, 6, 3, 0, —3, —6; S, = 54; 


Sa = 5, + 0 = 54, puesto que la suma de los últimos cinco 
términos es igual a cero. Evidentemente, lo mismo ocurrirá 
si la progresión tiene términos de signos contrarios, pero 
iguales en valor absoluto, 


$ 149. Suma de los cuadrados de Іов т primeros números 
de una serie natural 


La suma de los z primeros números de una serie natural la 
designamos por S,, y la suma de sus cuadrados por Sy, de 
manera que 


Seit Itt Hn 

MEB APAP HEH... Hn 

Si en la identidad 

(+4)? — 1 = 30% + 3n $4 

damos sucesivamente a n los valores 1, 2, 3, 4,..., 2, 
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obtendremos: 

22—13 = 348 +34 +1; 
39 — 02 — 3.22 3.2 + 1; 
3 43-341; 
342 434 4i; 
Pin 1P=3 (NIP +3 (M0 +4; 

(п + 1) — 1? =3n1 + 3n + 4. 

Sumando miembro a miembro estas igualdades: 

(п + 1) — 1° = 3 (1° + 22 4 3° 4 42... + вә) 4 
+З +2+3+4+... п) +, 

o bien 

(a+ 19 — 1° = 38, +38, + n. (8) 
Pero 

S= tia, 








Sustituyendo el valor de S, en la igualdad (3), obtendremos: 
184 3nt 43035, 4 2040 4, 

de donde 

652 = 2 (n + 3n? + 3n) — 3n? — 3n — 2n = 2n? + 

+ 3n? 4 n = n (n + 1) (2n + Ai 


8, alti Bac) Е 





De manera semejante se puede hallar la suma de los cubos 
de los п primeros números de una serie natural, si se parte 
de la identidad 


(п + 1) — nt = 4n? + 60% + án +4; 
obtendremos: 


5 [pr pos. 


$ 150. Progresión geométrica 


O perinicion. Una sucesión de números, en la que cada tér- 
mino siguiente es igual al término anterior multiplicado por 
el mismo número, se llama progresión geométrica. Expondre- 
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mos ejemplos de progresiones geométricas 
1,2,4,8,16,32, ..; 
Р 1 1 å 
AAA ee 

303 
12, 6,3, 3. $». 
Cada término de la primera sucesión, comenzando del se- 
gundo, es igual al anterior multiplicado por 2; en el segundo 
ejemplo el término siguiente se obtiene del anterior multi- 
plicado por $, en el tercer ejemplo, multiplicado por -4 
El número porel que hay que multiplicar el término anterior 
para obtener el siguiente se llama razón de la progresión, 
y se designa por la letra g. Los términos de una progresión 
geométrica, análogamente a los términos de la progresión 
aritmética, los designaremos por a, a», ag, etc. La pi 
gresión geométrica la vamos a designar por el 
puesto ante sus términos. 
Si la razón de la progresión g es mayor que 1, la progresión 
es creciente para a; > 0 y decreciente para a, < 0. 
Si g=1, todos los términos de la progresión geométrica son 
iguales entre sí. Estas progresiones no presentan interés. En los 
ejemplos antes citados, la primera progresión es creciente, 
la segunda, decreciente, y la tercera no es ni creciente ni 
decreciente (aquí el término consecutivo puede ser mayor o 
menor que el precedente). 








$ 151, Fórmula de cualquier término 
de una progresión geométrica 


Por definición de la progresión geométrica tendremos: 

az = tg; 

аз = ад = аф; 

а, = аз = аф. 

Se pone de manifiesto una ley determinada; para obtener 
un término de una progresión geométrica de número determi- 
nado, hay que multiplicar el primer término de la progre- 
sión por la razón de la progresión con exponente igual al 


número de términos precedentes. Supongamos que esta ley 
se cumple para el término de número k: 





а = афу (1 
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demostremos que, en tal caso, 
aru = ag. 2) 


En efecto, por definición de la progresión geométrica tendre- 
mos: 


ама = ад = афту = аф, 


con lo que la igualdad (2) queda demostrada. 

El cumplimiento de la igualdad (1) lo hemos verificado hasta 
el valor de k = 4. En tal caso, por demostración, también es 
cierta para k = 5, y si se cumple para k =5, entonces tam- 
bién es cierta para k = 6, elc., y, en general es cierta para 
cualquier valor natural de = п: 





аһ = а". 


Todo término de una progresión geométrica es igual al primer 
término multiplicado por la razón de la progresión con expo- 
nente igual al número de términos precedentes al que se deter- 
mina. 


Ejemplo 1. Determinar cl 8° término de la progresión: 
еВ 9 07у ага 

En este ejemplo a, = 1; q = 3; por eso, 

в = а = 1-31 = 2181. 





Ejemplo 2. Hallar el 10° término de la progresión 


5 і 
2, үд, 1, -ye 


La razón q= Y, a =2 
ү? __үу% 
=-Y 





$ 152. Media geométrica 


Supongamos que dr- ar, as son tres términos consecuti- 
vos de una progresión geométrica, donde el subíndice k 
es un número natural cualquiera mayor que 1. En tal caso 
tendremos: 

Sh Sha. 
ака ак ' 
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cada una de estas relaciones es igual a la razón de la progre- 
sión q. Por una propiedad de la proporción tendremos: 


й = алам 


El número cuyo cuadrado es igual al producto de dos númo- 
ros dados, se llama su media geométrica; por ejemplo, el 
número 6 es la media geométrica de los números 4 y 9, 
puesto que 6? =4-9, 

De este modo, todo término de una progresión geométrica esla 
media geométrica de dos términos equidistantes a él. 


Ejemplo. Intercalar entre los números 2 y 1458 cinco 
medias geométricas. 

La condición del problema es: hallar cinco números tales 
que junto con los números dados 2 y 1458 formen una progre- 
sión geométrica cuyo 1% término sea a, = 2 у еї 7° término 
a, = 1458. 

Tendremos que: 








Son posibles dos progresiones: 
4: 2, 6, 18, 54, 162, 486, 1458 


+ 2, —6, 18, —54, 162, —486, 1458. 


$ 153, Suma de los 1 primeros términos 
de una progresión geométrica 


Designemos por S, la suma de los » primeros términos de 
una progresión geométrica. 


Si =4+ 0404... + Gp + Op. (1) 


Multipliquemos ambos miembros de la igualdad (1) por q; 
obtendremos: 


5,9 = 019 H ag Fag t oo F ang H anti (2) 

puesto que 

018 = 12, 03] = 43... Ana] E am 

la igualdad (2) Loma la forma 

5.9 = а Баа фа +... фа ар (8) 
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Restamos de la igualdad (3) la igualdad (1): 
$12 — Sp = 4,9 — Qi, 

Sa (g — 1) = ang — an 

de donde 


S.= S HL (41). 


La fórmula de la suma se puede representar en otra forma, 
si en ella se sustituye a, por ayg*-1; obtendremos: 


8,2997 910090), 
n е i 








+ 
Ss UE) qt). 


Si la razón de la progresión es |g |< 4, es conveniente 
escribir la fórmula del siguiente modo: 

ai 
son, 
para que el numerador y el denominador de este cociente 
sean positivos para a, > 0. 
Resolvamos un viejo problema del siglo XVIII. 
Problema. Cierta persona vende su caballo con la con- 
dición de que por el primer clavo de la herradura se le pa- 
gue 1 céntimo; por el segundo clavo, 2 céntimos; por el ter- 
cero, 4 céntimos, ete. Los clavos de las herraduras son 32. 
Se pregunta: ¿a cuánto valora su caballo? 
Evidentemente, hay que hallar la suma de los 32 términos 
de la progresión geométrica, cuyo primer término ез а, = 
= 1; la razón g = 2; 


29 — 1 = 4 294 967 295 (céntimos). 





Convertidos en rublos, esta cifra es aproximadamente de 
2,15 millones de rublos (Iprecio fantástico!). 


E ¡em plo. La suma de los tres primeros términos de una 
progresión es igual a 6, y la suma de 2°, 3° y 4° términos es 
igual a —3. Hallar la progresión. Escribimos los datos: 
atata =b 
a, + a; | a, = —3. 

an 


Expresando los términos de la progresión por el primero, 
obtendremos 


a + ag + ag? = 6, ó a (1+ g +g) = 6; 6) 
ag + ag + ag = 3 ó ag (1+ g +g) = —3. (5) 
Dividimos la igualdad (5) por la igualdad (4), obtendremos: 
= — El primer término lo hallamos de la correlación 











$ 154. Método de inducción matemática 


Al deducir la fórmula de cualquier término de las progre- 
siones aritméticas y geométricas hemos aplicado los razo- 
namientos que llevan el nombre de método de inducción 
matemática. La esencia de este método es la siguiente: -si 
hay que establecer que una fórmula, en la que figura el 
número natural n, es cierta, entonces: 

1) comprobamos que la ley supuesta se cumple para el caso 
particular de n = 4; 

2) suponemos que a ley se satisface para cualquier valor 
arbitrario de n = k, y demostramos que, en este caso, ella 
es cierta también para 2 = k + 1; de aquí se deduce que la 
ley es en general cierta para cualquier valor de n, puesto 
que su validez se puso de manifiesto para n = 1, y por demos- 
tración ella es cierta también para n = 2, y si es cierta 
para n= 2, también lo es para n = 3, ete. 

En ciertos casos estos razonamientos se llaman método de 
demostración de n a n + 1. Veamos el siguiente ejemplo. 
Ejemplo. Demostrar que para cualquier valor natural 
de n se cumple la igualdad 


E E 








La fórmula es cierta para n= 1, puesto que 
= 





Supongamos que la fórmula es cierta рага л=: 
+++... „е МЕЕ), 
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Demostramos que, en ese caso, ella es cierta también para 
n=k44, es decir, 

PERS paja EDO 

En realidad, " 
AN рде 


e [RED |е аво 


(44) ENEE (еры) 





puesto que 2%? + Tk +6 = (k +2) (2% + 3). 

La verificación directa ha demostrado que la fórmula es 
cierta para n =f; por demostración será también cierta 
para n =: 2, y, por eso, también para n = 3, por lo tanto, 
y para n = 4; y, еп general para cualquier n natural. 





155. Problemas de progresión 


v 


Problema 1. Dos cuerpos que se encuentran a la dis- 
tancia de 153 m uno del otro, se mueven al encuentro mutuo. 
El primero recorre 10 m por segundo, y el segundo recorrió 
3 m en el primer segundo; en cada segundo siguiente recorte 
5 m más que en el anterior. ¿Después de cuántos segundos los 
cuerpos se encuentran? 

Supongamos que el encuentro se produce después de z se- 
gundos, en tal caso el primer cuerpo recorrió un camino igual 
а 10 z (m), el segundo cuerpo recorrió un camino igual a la 
suma de los términos de la progresión aritmética: 


S=3+(345)+(8 45-21... +18 +5(2—1)). Por los 
datos del problema 107+8=153, 6 1014 LL 2 453, 
Resolviendo esta ecuación cuadrática, hallamos que z = 6, 


>Problema 2. ¿Pueden los números que expresan las 
longitudes de los lados de un triángulo y su perímetro, for- 
mar una progresión aritmética? 
Supongamos que las longitudes de los lados forman una 
progresión aritmética, en ese caso se los puede designar por 
a, a+d, a +24, siendo su perímetro igual a da + 3d. 
La diferencia entre el perímentro y el lado mayor es 
(3a + 3d) — (a + 2d) = 2a +d, y, puesto que 24 + d > 
> d, el perímetro no es el cuarto término de la progresión 
aritmética. 
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Problema 3. Cuatro números forman una progresión 
geométrica decreciente. Sabiendo que la suma de los tér- 
minos extremos es igual a 27, y la suma de los términos me- 
dios, igual a 18, hallar esa progresión. 
Tengamos el sistema 
І аад = 27, 

ag + аф = 9. 

Dividamos la primera couación por la segunda: 2 
=3. Resolviendo esta ecuación cuadrática, obtendremos 
q =2 + V3. Solamente g = 2 — V3 satisface las condi- 
ciones del problema dado, puesto que la progresión debe ser 
decreciente y, por eso, |g |< 1, El primer término de la 
progresión lo hallamos de la correlación a, (q + g°) = 9, 
а= 3.0959. 





»Problema 4. La suma de tres números positivos, que 
forman una progresión aritmética, es igual a 21. Si a estos 
números les sumamos respectivamente 2, 3 y 9, los nuevos 
números forman una progresión geométrica. Hallar esos 
números. Supongamos quez, y y z son los números buscados. 
En tal caso z +y +z = 21, y, puesto que los números 
z, y, 2 forman una progresión aritmética, tendremos que 
2y =x+2. Por las condiciones del problema х 4 2, 
y +3, z + 9 componen una progresión geométrica. es decir, 
dy + 3) = (2 +2)-(2 +9). 

Se obtuvo el sistema de ecuaciones 


ж+у+а= 21. 
{ De 
(у + 3)# = (242) (2 + 9), 


De la primera ecuación hallamos que z+ z 
entonces la segunda ecuación toma la forma 2y = 21 — y; 
y =7. Sustituyendo en la tercera ecuación y por su valor 7, 
obtendremos (z + 2) (2 + 9) =100, pero, dado que 
z4 z= 14, z = 14 — y, entonces 


(2 +2) (14 — x +9) = 100. 


Resolviendo esta ecuación cuadrática, obtendremos z, = 3; 
ze = 18, El segundo valor х, = 18 no nos sirve, puesto que 
la suma de los primeros números z + y excede la suma de 
los tres, lo que no es admisible, puesto que los tres números 
son positivos. Así, pues, los números buscados son: 3, 7 y 11. 
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A Ejercicios 


4. Escribir varios de los primeros términos de una sucesión, si el 
1 





término general se expresa por la fórmula an = 


2. Idem para cuando: 1) аһ 





2) an ==: 





с 

Зат 
А : ае 

(рр: 0 90-0) р: 

3. Escoger, en lo posible, una fórmula simple para el término gene- 

sal de las siguientes sucesiones: 1) 1, 3, 5, 7, 9,...; 2) 4, 

taiii 

A pos 

'uáles de las siguientes sucesiones son una progresión aritmó: 

des: 1) 3,6,9,12, ... :2) 1,8,27,64, ... 3) 1,3,7,15,31, 

4) 5,8,1, 1, —3,...? 

5. Dada la progresión 

8,10, 5 


hallar: 1) el 7? término; 2) el k-ésimo término. 
6. En la progresión 


+5, 2 i h, 


haltar: 1) ats; 2) ap. 
7. Hallar e} término general de la progresión 


ЗЬ, Ф, Tb, (b 0). 
8. Dada la progresión 
EA 


¿cuál es la sucesión de números que forman los términos que quedan 
si se suprimen en ella los términos situados on los lugares pares? 
9. Intercalar 8 medias aritméticas entre los números 4 y 40. 

10. Los diámetros de las poleas asentadas en un eje común forman 
una progresión aritmética de cinco términos, cuyos términos extremos 
son iguales a 120 mm y 216 mum; hallar los diámetros de las poleas 
intermedias. 

14. Hallar la suma de 12 términos de la progresión 

+4,8,42, 16, ... 

12. ¿Cuántas veces suena un reloj por día si éste suena también en 
las medias horas? 

13. Demostrar que la suma de los n primeros números impares es 
un cuadrado exacto. 

14. Completar los lugares vacíos de la tabla en la pág. 295. 

15. La suma del 2° y 5° términos de una progresión es igual a 14, 
la suma del 3? y 7* es igual a S; hallar la progresión. 

16. La soma dol 3? y 6° términos de una progresión es igual a 3, y la 
suma do sus cuadrados es igual a 45; hallar la progresión. 

17. Kupotsky es una persona que tiene 14 copitas de plata, cada una 
de las cuales se diferencia en 4 medias onzas según una progresión, 
la última pesa 59 medias onzas; hallar el peso de todas las copitas 
(de la aritmética de Magnitsky, año 1703). 





En 
7: 
13) а2, аќ, дв,... 











29% 


1 $ 39 9 

2 8 —2 м 

3 и 1 10 

4 1 “ 5 

5 12 40 9400 

6 2 3 442 

7 22 ол | аз 

8 25,7 13 206 

э | 45 | 100 955 
10 —15 и o 





18. Un cuerpo que cae libremente en el vacio recorre en el primer 
segundo aproximadamente 4,9 m, y en cada segundo siguiente 9,8 m 
más. ¿Qué camino recorte el cuerpo en 10 segundos? ¿Qué camino 
ha recorrido en el último segundo: 

19. ¿Cuál es el número natural igual a la suma de todos los números 
naturales que le anteceden? 

20. La suma de tres números que componen una progresión aritmética 


es igual a 16. El producto del primero por el segundo es igual a юр 


Hallar esos números. 

2i, El sexto término de una progresión aritmética constituye el 60% 
del tercer término de la misma progresión, y su producto es igual a 15. 
¿Cuántos términos hay que tomar de esta progresión para que su 


suma sea igual a 305 


22. Se ha dado la progresión 

+3; 3,2: 3,4; 3,6 

¿Comenzando de qué número sus tórminos serán mayores do 1000? 
23. Demostrar que la sucesión, cuyo término general se expresa por 
la fórmula a, =2-3n, es una progresión geométrica. Escribir 108 
rimeros cuatro términos de esta progresión. 

Ba. Determinar el 10" sórmino de la progresión 

















+2 4,8, 
25. ¿A qué es igual el 7* término de la progresión 
+15, —S, Et 


26. ¿A qué es igual la razón de la progresión geométrica 
192, VE 4, ...:2) 40, anmi, ап-2,... (а> 0) 
27. Intercalar tres medias geométricas entre los números 12 y 972. 


28. Intercalar cuatro medias geométricas entre los números 5 y 20. 
29. Hallar la suma de diez términos de una progresión, si 





0 а=3;4= 





2 а= 84 
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30. Hallar la razón y la suma de siete términos de la progresión 


geométrica, si а = 36; о; = ¿y 


31. Dados $» — 2186, 0 = 3; hallar ш, у а И 
32: Hallar el número de términos de la progresión geométrica, si 


a=39=2 5, = 18% 


33. Hallar la razón de la progresión, sieudo o = 1; n= 
34. Dada la progresión geométrica, en la que 





афа = 9 а 





hallar as 
35. La suma de tres números que componen una progresión geométrica 
creciente es igual a G3. SI restamos del menor múmero 1, del mayor 19, 
los números nuevamente obtenidos componen una progresión arit- 
mética. Hallar estos números, 
36. Hallar cuatro números sabiendo que los tres primeros de ellos 
componen una progresión geométrica, y las últimas tres, una aritmé. 
tica. Se sabe que q = 2; d = б. 
37. Hallar cuatro nūmeros positivos que componen vna progresión 
geométrica, at ay -t ae = 155 aa T ag = 00 

- Demostrar que si” tres números positivos a, b y < forman una 
progresión geométrica, entonces 
ема (Жу A) aape 


з 


39. Un cuerpo so mueve por una recta uniformemente acelerado. 
El camino recorrido en el primer segundo es de 1 m; en el segundo. 
de 1,2 ra; en el tercero, de 1,4 m, De este modo, el camino recorrido 
en cada segundo siguiente es 0,2 т mayor, ¿Cuál será el camino 
recorrido por el cuerpo al final de dos minutos desde el instante de 
comenzar el movimiento? 
40. Desde los puntos A y B se mueven simultáneamento dos cuerpos, 
uno al encuentro del otro. El primero de ellos recorre en el primer 
minuto 50 m, y en cada minuto siguiente dos metros más que on el 
precedente. El segundo cuerpo recorre en el primer minuto 40 m, 
уеп cada minuto siguiente 4 m más que en el precedente. ¿Después 
le cuántos minutos se encuentran estos dos cuerpos si la distancia 
АВ = 510 m? Dar la resolución gráfica del problema. 
43. Resuélvaso analítica y gráficamente el siguiente probloma: 
Desde el punto A parte un ciclista. Supongamos que en el primer 
segundo haya recorrido 3,5 ш, у en cada segundo siguiente de movi- 
miento el camino recorrido aumente 1 m en comparación con lo reco- 
rido en el precedente. Tres segundos después, del mismo punto A 
yen la misma dirección parto el segundo ciclista. En el primer segun- 
lo éste recorre 4 m, y en cada segundo siguiente recorre 2 m más 
que en el precedente. ¿Después de cuántos segundos el segundo ciclista 
alcanża al primero y a qué distancia del lugar de partida ocurre esto? 
42. Tres múmeros positivos: a, ag; ag*, que forman una progresión 
geométrica, pueden ser tomadas como longitud de los lados de un 
rectángulo. ¿En qué límites puedo variar la razón de la progresión q? 
Examíneso los dos casos: 


04>1у2 0<0<4. 








CAPITULO ХШ 


FUNCION EXPONENCIAL Y LOGARITMOS 


$ 156. Potencia de exponente irracional 


En el cap. V se generalizó y extendió el concepto de poten- 
cia a cualquier exponente racional. Así, por ejemplo, 
1 


а? Ya, a ve donde а>0 у а%1. 


Sin embargo, no hemos examinado el caso en que el expo- 
nente es un número irracional, lo que denota el símbolo 
az (o es el número irracional, a > 0; a +1). 

Sin examinar esta cuestión en forma general, aclaremos el 
sentido de este nuevo símbolo en el ejemplo de la expresión 
q 

Al número ivracional Y Z se puede aproximar por dos suce- 
siones de números racionales; 

@) La 14 1414... 

o bien 

(Ш) 2; 1,5; 1,42; 4,415; 
La primera sucesión es monótona creciente; sus términos son 
valores aproximados de la raíz cuadrada de dos por defecto, 
tomados con el grado de exactitud creciente. 

La segunda sucesión es monótona decreciente; sus términos 
son valores aproximados de la raíz cuadrada de dos por 
exceso; además, la exactitud de la aproximación crece a 
medida que crece el número de términos de la sucesión. 
Formemos dos nuevas sucesiones: 

(1) 2%; 22,4; 22,81; 21,414; 
(11) 22, 1,2; 24; 21,08, 
La primera de las nuevas sucesiones también es monótona 
creciente, y la segunda, monótona decreciente. 

Se puede demostrar que ambas sucesiones tienden a un mis- 
mo número con el crecimiento ilimitado del número de tér- 
minos de la sucesión. Este númerose toma (por definición) 


como valor de 2⁄7. 











297 


Observación. Con las potencias de exponentes irracionales 
se opera según las mismas leyes que con las potencias de 
exponentes racionales, por ejempl 
arab = а%*%, 

а®а® = aa, ete. 

(a y B son dos números irracionales). 








$ 157. Función exponenical 


En muchos campos de la ciencia y la técnica al estudiar los 
fenómenos y procesos más variados se descubre una depen- 
dencia funcional común entre dos magnitudes variables que 
intervienen en el proceso dado. Veamos algunos ejemplos. 
1) Con la variación de la altura h sobre el nivel del mar la 
presión atmosférica p varía según la ley: p = paa”, donde 
po es la presión sobre el nivel del mar, a es una magnitud 
constante. 
2) El crecimiento de un árbol se produce por la ley A = 
Asa", donde £ es el tiempo. Ap es la cantidad de madera 
inicial, A es la cantidad de madera variable con el tiempo, 
expresada' generalmente en m3, 
3) La reproducción de bacterias en un cultivo cualquiera 
(por ejemplo, en levadura de cerveza) se produce por la 
ley: y = yoa*!, donde t es el tiempo, y es la cantidad va- 
riable de bacterias, yo es la cantidad inicial de bacterias 
en el instante £ = 0, a y k son constantes. 
4) El radio se desintegra por la ley: z = xpa**; aquí zp de- 
nota la cantidad inicial de radio para t = 0, a y k son nú- 
meros constantes. 
En los ejemplos expuestos hemos tratado con procesos que 
llevan el nombre de proceso de crecimiento orgánico. Si nos 
abstraemos del sentido físico de las variables que intervie- 
nen en los procesos de crecimiento ogránico, y designamos 
estas variables por las letras z e y, se puede decir que todo 
crecimiento orgánico se representa (describe) por una fun- 
ción del tipo 
у = Са“, 
Veamos al principio el caso elemental de tal función, cuan- 
do C = k = 1; luego y = ах. 
DEFINICION. La función de tipo y = a*, donde a >0ya +1, 
se llama exponencial. 
El estudio de esta función lo comenzamos construyendo su 
gráfica: 
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$ 158. Gráficas de las funciones exponenciales 


Formemos la tabla de valores de las siguientes funciones 
exponenciales: 


paa ($) la): 


y=10* 





La segunda parte de la tabla está compuesta del siguiente 
modo. Los valores positivos del argumento z forman una 


progresión aritmética de diferencia d=; los valores de 


la función exponencial 10*, en este caso componen una pro- 
gresión geométrica de razón q = 1018, 


1) 10 =V TÒ ~ 3,16; 

2 10t =V 107 УЗЕ А 1,78; 

3) 10V10=y 178 = 1,33 (q=1,33). 

Las restantes potencias las hallamos por multiplicación: 
4) 10% = 108.40% æ 1,78-1,83% 2,37, ote 

Para los valores negativos de los exponentes conviene uli- 
lizar las magnitudes inversas (т 


4 э о 
107 E 7 lg 0,422, eto. 


1 а 
3,160,346; 10 3 
105 


= 


8, 
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Fig, 110. 


4-3 -2 1 





Fig (11. 








Los resultados redondeados con una cifra decimal han sido 
Mevados a la tabla. 

A baso de las tablas compuestas en las figs. 110 y 111 se 
han construido las gráficas de estas cuatro funciones expo- 
nenciales en una misma escala. 
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$ 159. Propiedades de la función exponencial 


Las gráficas construidas de las funciones exponenciales 
ilustran las siguientes propiedades de la función exponen- 
cial, tas que admitimos sin demostración: 

1) La función exponencial es positiva para cualquier valor 
del argumento (la gráfica está dispuesta encima del eje Oz). 
2) Si la base a >1 la función exponencial crece con el 
aumento del argumento x; además, a" <1 para 2<0 y 
a* >1 para z > 0. 

3) Si la base es positiva a < 1, la función exponencial а* 
decrece con el aumento del argumento т; además, a* > 1 
pra 2<0 у а" < 1 para 2>0. 

) Para cualquier base positiva a* = 1, si х =0 (todas las 
caras intersecan el eje de ordenadas en un mismo punto 
(0; 4). 

5) Si a>1 la función a crece tanto más rápidamente 
cuanto mayor sea a (la curva y = 10% sube más rápidamen- 
te que y = 2”). 

6) Para un crecimiento ilimitado del argumento z, la fun- 
ción a (a > 1) puede tomar valores tan grandes como se 
quiera. 

Aunque esla propiedad no se deduce directamente del dibu- 
jo, se ve fácilmente que para 


z=1, 2, 3,4, 5, 
etc., la función 


10* = 10, 100, 1000 10 000, 100 000, etc. 


Esta propiedad de la función exponencial se expresa bre- 
vemente con la notación convencional: y—00 para z—00, 
donde el signo > oo es el símbolo de crecimiento ilimitado 
de la variable; la frase «z tiende a infinito» significa el 
crecimiento ilimitado de la variable =. 

7) Para valores negativos y grandes, en valor absoluto, del 
argumento, la función a* (a > 1) puede adquirir valores 
tan pequeños como se quiera, por ejemplo, cuando z = —8 


40- = 0,00000001. 


Esta propiedad se expresa brevemente con la notación con- 
vencional: a“ — 0 cuando z> — oo (a> 1), 

8) Si a< 1, entonces a* —> 0 рага т > %© y af > oo para 
z> — œ. 


эн 


$ 160. Gráfi 


Como se señaló en el $ 157, los procesos de crecimiento orgá- 
nico se representan por una función exponencial de tipo 
у = Car, 

Construyamos la gráfica de esta función para valores parti- 
culares de los parámetros: 


C=3a=2k=04 

Luego y = 3.29%, 

Compongamos la tabla de valores en la que Ios valores de z 
forman una progresión aritmética; en tal caso los valores de 
la función y (calculado con la exactitud de hasta 0,1) forman 
una progresión geométrica: 


de la función exponencial y = Cat 











Los valores de la función están calculados mediante las 
tablas. La gráfica está representada en la fig. 112. Comparán- 
dola con la gráfica de la función y =2 (fig. 140) se puede 
decir que el carácter general de ambas curvas es el mismo: 
ambas funciones son crecientes en todo el eje numérico y 
para ningún valor de z no adquieren valores negativos. Sin 
embargo, el ritmo de crecimiento de la función y = 3.20% 
retarda con respecto al ritmo de crecimiento de la función 
y = 2*, lo que está motivado por el factor k = 0,4 en el 
exponente, menor que la unidad. 

Mediante la gráfica de y =3:2%% se puede resolver la 
ecuación, por ejemplo: 





329 12—10. 
Para ello es suficiente representar la ecuación en la forma 
зана баа 





y trazar la recta y= — $z -+ 1, que corta la curva у = 


== 3:294 en el punto Af; la abscisa del punto M nos da el 
valor aproximado de la raíz de Ia ecuación dada, la que es 
igual a —1 (fig. 112). 
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Fig. 112. 





Observación. La función y = Ca™*? se reduce a la forma 
1%, puesto que Сай = Сача = Aa, donde 
Ca. 





$ 161. Noción de Jogaritmo 


Al formar la tabla de los valores de la función y= 
= 3.29% ($ 160) surgió una dificultad: ¿cómo calcular por 
el valor dado de z, por ejemplo, para z = 1, el correspon- 
diente valor de la función y =3-22: 1. 3.25 = 3/2 
El problema es que no existen tablas para la extracción de 
la raíz 5% de un número. 

Esta dificultad se puede vencer estudiando la variación «el 
exponente en función de la magnitud de la misma potencia, 
pero esto requiere la introducción de un nuevo concepto 
matemático. Supongamos dada la igualdad a° = b, donde 
a>0, b>0ya#1. 


6 orrisicion. Se llama logaritmo de un mimero b respecto de 
la base a el exponente c a que hay que elevar la base a para 
obtener el número b. La notación log,b = c se lee del si- 
guiente modo: el logaritmo del número b de base a es igual 
a c. El número que sirve de base del logaritmo se escribe 
debajo del renglón. 


De las igualdades se deduce que 
5=1og,32, 
2= logio 100, 





4 <1op,81, 


5-42, 3= logs 125, 


(z) =s. Im log, 


а=, c == loga b. 
Las igualdades de ambas columnas son equivalentes: las, 
primeras determinan las segundas igualdades y vice- 
versa. 
De la definición de logaritmo se deduce que 
agad = 
Por ejemplo, 21%: % = 32; 10 #19190 _ 00) 
Examinemos la resolución de ejemplos de tipo 
1) а = 0; 2) т = 6; 3) а = >, 
donde por dos números dados hay que hallar el tercero 
Ejemplo 4. ¿A qué es igual el logaritmo del número 
27 de base 92 
log, 27 = z, 9 = 27; 


(3%) 3%, 32%. 32, de donde 22=3; 





2° 
Ejemplo 2. ¿Cuál es la base del logaritmo de 8 si éste 
es igual a 6? Tenemos que: 

108,8 = 6; 

2-8 1=/8=Y/B=V2, 

Ejemplo 3. Hallar el número cuyo logaritmo de base 
64 es igual a —2/3. 


Designando el número buscado рог =, tendremos que 
logsz = —2/3, de donde 








A 
иу 
$ 162, Función logarítmica y su gráfica 


6 perinicion. La función inversa a la función exponencial se 
Пата logarítmica. 
Si y = a* (a > 0 y a 1), entonces 


= = вау, 
o, cambiando la designación del argumento y de la función 
у = Івах. 
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La gráfica de la función logarítmica se puede obtener por 
la regla general de la gráfica de la función exponencial, si 
se dobla la figura por la biseotriz de los ángulos de coorde- 
nadas primero y tercero. 

En la fig. 143 se muestran las gráficas de la función expo- 
nencial y = 2* y de su inversa, la función y = logaz. 


$ 163. Propiedades de la función logarítmica 


A cada propiedad de la función exponencial corresponde una 
propiedad determinada de la función logarítmica, lo que 
se puede apreciar de las siguientes comparaciones: 





Función exponencial Función logarítmica 

1. La función exponen- 1. La función logarítmica tiene 
cial es positiva para valores reales sólo para valores 
cualquier valor del positivos del argumento (la 
argumento z. gráfica se encuentra a la dere- 


cha del eje de ordenadas). 
2, Para т = 0 la fun- 2. El logaritmo йе 1 йе cual- 


ción exponencial es quier base es 0. 
igual a 4. 

3. Para valores negati- 3. Los logaritmos de los núme- 
vos del argumento z гоз menores que 1, de base 
la función а* < 1 a > 1 son negativos; además 
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(a > 1); además log,1 > — eo cuando x= (, 
a* +0 cuando 


q — о, 
4. La función exponen- 4. La función logarítmica crece; 
cial crece y a* oo además, logar co cuando 


cuando 2-> 00 (a> 1). 20 (a>1). 


$ 164. Significado práctico de los logaritmos 


Formemos la tabla de potencias enteras del número 2: 





Exponenten 4 2 3456 7 8 9 ш 4 


Potencia 272 4 8 46 32 64 128 256 542 102% 2048 








Exponento n 12 аз 14 15 46 17 
Potencia 27 40% 8192 16384 32768 655% 131072 
A ааа аа аав, 
Exponente п 18 19 2 a 
Potencia 27 262144 524 288 1048576 2197152 





Conviene hacer notar que en la primera y tercera líneas de 
la tabla se han dado los logaritmos de base 2 de los números 
de las segunda y cuarta líneas. Así, por ejemplo, 11 = 
= log; :2048. 

Mediante esta tabla rápidamente se puede multiplicar, 
dividir, elevar a potencia y extraer la rafa de los números 
puestos en les líneas con la notación 42"», por ejemplo: 

4) El producto de 2048 por 256 se puede sustituir por la 
suma de los correspondientes exponentes (11 +8 = 19), 
de acuerdo a este exponente buscamos el número y obtenemos: 


2048.256 = 524 288; 


2) El cociente де 1 048 576 рог 32 768 se/sustituye por la 
sustracción de los exponentes (20-15 = 5) y buscamos de 
acuerdo a esta diferencia el número (82), es decir, 
1 048 576 : 32 768 = 32. 
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3) La potenciación de 128* puede ser realizada por multi- 
plicación del exponente (7) correspondiente a la base por 3: 


7-3 =21; 

al exponente 21 corresponde el número 2.097 152: 

128° = 2 097 152 

4) La radicación, por ejemplo, de 1108376 se reduce 


a la división del exponente (20) por el índice de la 
raíz (2): 


V 108 576 — 1 024. 
En los cuatro casos las voluminosas operaciones con los 


mismos números las hemos sustituido por operaciones más 
simples con sus logaritmos. 





$ 165. Propiedades generales de los logaritmos 


4. El logaritmo de un producto de dos o varios números posi- 
tivos es igual a la suma de los logaritmos de los factores. 
Supongamos que N y N, son dos números positivos, luego 
por definición de logaritmo tendremos: 

м9, y 00%, (0 
Multiplicando miembro a miembro estas ignaldades, obten- 
diremos: 

NN y= a'N tO 

de donde 

loga (NN) = logaN + logaNi. 

2. El logaritmo de un cociente v una fracción es igual al lo- 
garitmo del numerador menos el logaritmo del denominador. 
Dividamos miembro a miembro la primera de las igualda- 
des (1) por la segunda, recordando que al dividir potencias 
апа-аа 





de igual base los exponentes se restan: 
de donde 


loga += logaN —logaNy+ 





3. El logaritmo de una potencia es igual al producto del er- 
ponente por el logaritmo de la base. 

En efecto, si ambos miembros de la identidad № = а'%* 
los elevamos a la n-ésima potencia, obtendremos N” = 
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== a” 8N, de donde 
log, (N") = n-log, N. 


4. El logariimo de una raíz de un número positivo es igual al 
logaritmo del radicando dividido por el índice de la raíz. 

En efecto, si se extrae la raíz n-ésima de ambos miembros de 
la igualdad N =a'%a", tendremos que 


= аыл 
Por lo tanto, 
loga (N) =+ loga. 


Las propiedades obtenidas se laman generales, puesto que 
ellas no dependen de la base a (siempre que a > Ô y a + 1). 





Loen 
а + 





$ 166. Ejemplos de logaritmación del producto 
y del cociente 


A base de las cuatro propiedades establecidas en el párrafo 
anterior, el logaritmo de cualquier expresión monomia 
puede expresarse por los logaritmos de los múmeros que la 
componen. 





= loga + log b — (log c+ log y” F) = 
=loga+ 3log b— (loge +4 log d) = 


=log a +3 log b—loge—¿ logd"). 
Ejemplo 2 


: 
og аваа 
=$ log [a (b—cj?}—4 log (a340) = 


= ова 2106 (0—01 $ log (a 4-4) 





*) Aqui la baso del logaritmo es un número positivo arbitrario, 
distinto de la unidad; oara brevedad uk is esih nae А 
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Cabe hacer notar que la suma y la diferencia no se exponen 
a logaritmación. 


Ejemplo 3. Dados: log102 = 0,3010, log1o3 œ 0,4771, 
hallar logo 12. 


Logo / 1210810 12 = одо (2:3) ES 
=$ (21010 24108103) = 4 (20,3010 + 0,4771) 2: 0,216. 





Ejemplo 4. 
js арус 
уефа 


log y =3 log (a—b) + 1106 е1. [2106 (08) +3 log]. 


$ 167. Potenciación 


Si por el logaritmo de cierta expresión se busca la propia 
expresión, se dice que hay que realizar la potenciación, 
es decir, la operación inversa a la logaritmación. 


Ejemplo 4. Dado: log z = log a + 2 log b — log c, 
hallar z. 

















abt 
té, 
7 
Ejemplo 2 
log z =$ [10ga—4 log b- 210g (a+ b) ] + log c; 
be 
тес р 








v 


En la potenciación nos valemos de las siguientes considera- 
ciones: la suma de logaritmos es igual al logaritmo del pro- 
ducto, por ejemplo 


log m + log n = log (m-n); 


la diferencia de logaritmos es el logaritmo del cociente; 
el factor antepuesto al logaritmo indica que se ha tomado 
un logaritmo de potencia, por ejemplo: 


3 log a = log a?, 
-z (log e +log d) = log 0/72, 
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La correción de la potenciación siempre se puede verificar 
por la logaritmación. 





$ 168. Sistema de logaritmos decimales 


Los logaritmos de los números, calculados por una misma 
base, forman un sistema de logaritmos. En particular, si 
como base se toma el número 10, el sistema de logaritmos se 
Шата decimal. Los logaritmos decimales se indican por el 
símbolo «lg» sin apuntar la base 10, es decir, en lugar de 
log104 se escribe simplemente lg A. 

Los logaritmos decimales tienen una serie de propiedades, 
que los hacen extraordinariamente cómodos en los cáleu- 
los. Mencionemos estas propiedades. 


Propiedad I. El logaritmo decimal de un múmero entero, re- 
presentado por la unidad con ceros consecutivos, es igual “a 
tantas unidades como ceros tiene el número. Esta propiedad es 
evidente, puesto que 

401 -+ 10, es decir, 1g10 =1; 
10%=400, ех йесіг, 18100 = 2; 
10° = 1000, es decir, Ig1000=3; 

















бея, 





10"= 100...0, es decir, 1100. 
е 


n ceros п сето 





Propiedad II. Æ? logaritmo de una fracción decimal propia, 
representada por la unidad precedida de ceros, es igual a tan- 
tas unidades negativas como ceros preceden a la unidad, con- 
siderando también cero de enteros. En efecto, 
107 de donde lg01 =-—4; 
107° == 0,01, de donde 1g0,01 =—2; 
de donde 120,001 


de donde 1g0,00 . 











n ceros п сотов 


Los logaritmos decimales de números racionales, que no son 
números de tipo 10" y 10-" (n es un número entero), no se 
pueden expresar exactamente ni por un número entero, 
ni por un fraccionario; éstos son números irracionales, 
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Vamos a demostrar, por ejemplo, que lg 2 no puede ser igual 
al número fraccionario £ 
positivos. 


Si suponemos que 1g 2= 


, donde p y qson números enteros 


а , tendremos que tener la igual- 


dad ye 2, 6 10” = 2%, Esta igualdad no es posible, 


puesto que su primer miembro 10? es un número represen- 
tado por la unidad con p ceros, y está compuesto de los 
factores 2 y 5, repetidos p veces [10° = (2.5)? = 2P 5P]; 
el segundo miembro 2% no puede dar tal descomposición, 
por lo tanto, la suposición de que lg 2 es un número frac- 
cionario no es cierta. 

Sín embargo, se puede calcular aproximadamente 18 2, así 
como el logaritmo de cualquier otro número con cualquier 
grado de precisión, es decir, con cualquier número de cifras 
decimales. En el siguiente párrafo se dará un ejemplo de 
este cálculo. Aquí damos el modo de estimar aproximada- 
mente el logaritmo, es decir, el modo de hallar entre qué 
números enteros está comptendido. 

Supongamos que se quiera hallar lg 275,8; oscribimos la 
desigualdad 


100 < 275,6 < 1000; 

luego 

1g 100 < lg 275,6 < lg 1000, 

ó 2 < lg 275,6 < 3, de donde 





lg 275,6 =2 + una. fracción propia positiva. 


DEFINICION. La parte entera de un logaritmo se llama carac- 
terística, la parte fraccionaria, mantisa. En las tablas de 
cuatro decimales de Bradis hallamos: lg 275,6 = 2,4402; 
aquí la característica es 2 y la mantisa 0,4402. 


Propiedad IIT. La característica del logaritmo de un número, 
mayor o igual a 1, tiene tantas unidades como cifras en 
parte entera del número menos una. 

Al principio vamos a comprobar la veracidad del postulado 
enunciado en los distintos ejemplos, y luego veremos el caso 
general. 

a) El número 32.185 tiene en la parte entera dos cifras 
comprendidas entre 10% y 40%, es decir, 10% < 32,185 < 


эн 
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< 10°, pero al número mayor le corresponde un logaritmo 
mayor: 
1g 10 < lg 32,185 < lg 10%, 
6 1 < lg 32,185 < 2, de donde 
lg 32,185 = 1 + una fracción propia. 
La característica es igual a 4, es decir, una unidad menos 
que el número de cifras de la parte entera. 
b) lg 5147,3 = 3 + una fracción propia, puesto que 
1000 << 5147,3 << 10 000, 
6 10% < 5147,3 < 10%, de donde 
3 < 19 5147,3 < 4. 
e) Supongamos que el número A tiene еп la parte entera n 
cifras, en tal caso tendremos la desigualdad 
1001 А < 10", 
de dende n—1<lgA <n, por lo tanto, 
lgA=n-—41-+una fracción propia 

caro тайпа 

Torio 

tiea 
Propiedad IV. La característica de un logaritmo de frac- 
ción decimal propia contiene tantas unidades negativas 
como ceros preceden a la primera cifra significativa, conside- 
rando incluso el cero de los enteros; en este caso la mantisa es 
positiva. 
Ejemplo 4. La fracción 0,0475 está comprendida entre 
0,01 y 0,1, es decir, 

0,01 < 0,0475 < 0,4; 
16 0,01 << 16 0,0475 < 16 0,1; 
—2 < Ig 0,0475 < lg —1. 

Por lo tanto, lg 0,0475 = —2 -+ una fracción propia posi- 
tiva. En este caso la característica es igual a —2. A la 
primera cifra significativa (4) le preceden dos ceros. 
Ejemplo 2. 1g0,00034 =—4 + una fracción entera 
positiva, puesto que 
0,0001 < 0,00054 < 0,001, 
de donde 
lg 0,0001 < ig 0,00054 < Ig 0,001; 
—4 < lg 0,00054 < —3. 


Supongamos tener una fracción decimal propia «a, a cuya 
primera cifra significativa preceden n ceros (considerando 
el cero de los enteros). En forma general, dicha fracción 
se puede representar así: 

п снов 


a=0,000 ... Obibz ..., 


donde b, es la primera cifra significativa. 
Tenemos la desigualdad 


n ceros (n= 1) сетов 
0,000. ..01 «о < 0,000...01 
Por eso 
п сетов (n= 1) ceros 


Ганы 
140,000... 01<Ilga < 180,000... .01 
—n< Igo <—(n—1). 
El logaritmo de la fracción dada resultó comprendido entre 
dos números enteros negativos: —n y —(n — 1), cuya dife- 
rencia es igual a 4, por lo tanto, éste es igual a un número 
menor + una fracción propia positiva: 
lga = —n + una fracción propia positiva. 


Así pues, la característica de lg a es igual a —n, 
Convenimos en escribir la suma algebraica de un número 
entero negativo y una fracción propia positiva, en forma 
abreviada, así 

—3 + 0,4347 = 3,4317; 

—5 + 0,8205 = 5,8205 


El signo menos de encima indica que sólo la parte entera 
es negativa, siendo la mantisa positiva (se lee: cinco bajo 
el signo menos). En esta forma se admite escribir los loga- 
ritmos de los números menores que 1; esta forma de loga- 
ritmo se llama artificiosa. 

Todo logaritmo negativo se puede reducir a la forma arti- 
ficiosa, por ejemplo: 

а) —2,1543 = —2 — 0,1543 = (—2 — aa + 

-+ (1 — 0,4543) = —3 + 0,8457 
Ъ) —1,0647 = (—1 —– 1) + (1 тат —2 + 
+ 0,9353 = 2,935. 
o) —4,2564 = 5,7436. 
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Re gl a. Para convertir un logaritmo negativo en la forma 
artificiosa se procede del siguiente modo: se aumenta en 
una unidad negativa la característica y sobre el resultado 
se pone el signo menos, todas las cifras de la mantisa se 
restan de 9, y la última, de 10. 


Propiedad V. Al multiplicar o dividir un número por 40, 
100, 1000, erc. la mantisa de su logaritmo permanece inva- 
riable, y la característica se aumenta o se disminuye respecti- 
vamente en una, dos, tres, ete. unidades. 

Hay que señalar que los números 10, 100, 1000, ... son 
potencias enteras positivas de 10, es decir, números de tipo 
10". 


а) Тепетоз: 18 (4 -10") = Ig A + ig 10" = Ig A + n. 
Debido al producto del número A por 10° el logaritmo au- 
mentó n unidades, por lo tanto, la parte fraccionaria, la 
mantisa, quedó invariable. 


b) а (5) = 18A — lg 10° = lg A — n; 


el logaritmo disminuyó n unidades, por lo tanto, la mantisa 
permanece igual. Por ejemplo: 





Ig 38,1 = 1,5809; 
lg 381 = 2,5809; 
lg 3810 = 3,5809; 


12 38 100 = 4,5809: 
lg 3,81 == 0,5809; 

1р 0,381 = 1,5809; 

1g 0,000381 = 4,5809. 


Corolario. 1) La caracteristica de un logaritmo depende sola- 
mente de la situación de la coma en el número dado, pero no 
depende de las cifras que representan este número. 

Los logaritmos de números tales como 278; 598,5; 110,7; 
705,48; 142,845 tienen una misma característica, igual a 2, 
2) La mantisa no depende de la situación de la coma, sino so- 
lamente de las cifras significativas y su disposición mutua. 
Las mantisas de los logaritmos de números tales como 23,4; 
2,34; 0,234; 2340, ete., son iguales. 


і 


$ 169. Cálculo de logaritmo 


En el $ 168 se demostró que lg 2 es un número irracional, 
Veamos el método que permite calcular el valor aproximado 
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de lg 2 con el grado de precisión dado, por ejemplo, con la 
exactitud de hasta 0,001. 

El método se reduce a lo siguiente: se hallan dos potencias 
enteres positivas de 10, cuyos exponentes se diferencian on 
4; entre ellas debe estar comprendida la potencia del núme- 
ro 2 con un exponente suficientemente grande En otras 
palabras, hay que resolver la desigualdad de tipo 


10" <2P< 410%, [0] 
donde m y p son los números enteros positivos buscados. 

Si p => 1000, se logrará la exactitud requerida. En reali- 
dad, por logaritmación de la desigualdad (1) obtendremos: 


m<plig2<m+1, 6 $ <lg2 <TH. 


Las йоз ітассіопез 7. у н, entre las que está comprendi- 


do lg 2, se diferencian entre sí en la magnitud $. Cuando 


p > 1000 se alcanzará la precisión requerida. 
Pasemos al cálculo, para lo chal utilizamos la tabla de 
cuadrados como medio auxiliar. Tendremos 






2 =32; 

2" 32 = 1024 = 1,024 10% 
2%0 = (1,024 -10°)? = 1,04 40%; 
240 (1,04-10%* = 1,08 10; 
280 ду (1,08 -1012)° = 1,16 -10%; 
2180 д; (1,16 -10%) дс 1,34 .10*%; 
280 ду (1,34 -10)2 2 1,79 10%; 


2% 3 (1,79 10%)? = 3,20 -1019%; 

2\48 ду (3,20 .10192)° д; 1,02 10285, 

Puesto que 1,02.10% > 10%, pero 1,02 .10995 << 10280, 
entonces tendremos la desigualdad 

40098 21280 < 40%, 


Procediendo a la logaritmación de la doblo desigualdad, 
obtendremos: 


385 < 1280 lg 2 < 386; 
385 380. 
гб <!#2< ү 
0,3001 < lg 2 < 0,3017, 
345 


o bien 
0,300 < lg 2 < 0,302. 


Tomando la semisuma de los límites superior e inferior, 
tendremos: 


lg 2 а 0301. 

Un cálculo más exacto nos dará: 

lg 2 = 0,3010299956 ..... 

Las primeras tres cifras decimales las calculamos con com- 
pleta exactitud. Existen otros métodos de cálculo de loga- 


ritmos más convenientes, sólo que ellos requieren conoci- 
mientos de matemática superior. 


$ 170. Operaciones con logaritmos 


Antes de pasar a calcular utilizando logaritmos hay que 
estudiar las cuatro operaciones aritméticas con logarílmos, 
puesto que la técnica de la logaritmación se reduce funda- 
mentalmente a esto. Veamos cada operación por separado. 


1. Suma. 

Ejemplo 1. Ejemplo 2. 
2,1742 3,4832 

+15736 1 т.6758 
11418 3,1590 


La suma se realiza por las reglas de la suma de fracciones 
decimales con la diferencia de que las características se 
suman algebraicamente, y al resultado se suman unidades 
enteras obtenidas de la suma de las fracciones decimales de 
las mantisas. 


2. Resta, Examinemos algunos casos. 


Ejemplo 1. 


2,4845 
3,4796 


1,3049 
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De la mantisa del minuendo (0,4845) restamos la mantisa 
del sustraendo (0,1796), obrendremos como resultado 0,3049, 
a continuación de la característica del minuendo (2) resta- 
mos la característica del sustraendo (3), obtendremos —1; 
ambos resultados de la sustracción las unimos en la inscrip- 


ción 1,3049. 


Ejemplo 2 
1,3516 
2,6432 

„1084 





Al restar las mantisas hemos tenido que tomar una unidad 
de la característica del minuendo, es decir, de 1,3561 se 
restó 0,6432, obteniéndose 0,7084; restando las característi- 
cas obtendremos 0 — (—2) = 


Ejemplo 3. 
3,2534 

5,618 

1,5816 


A la característica del minuendo (—3) la representamos men- 
talmente como una suma (—4 + 1). la unidad positiva la 
unimos a la mantisa y de 1,2534 restamos la mantisa del 
sustraendo 0,6718, obtendremos 0,5816. A continuación 
restamos las características: —4 — (—5) = 1; siendo el 
resultado final 1,5816. 


3. Multiplicación. Al multiplicar un logaritmo de caracte- 
rística negativa por un número natural se multiplica por 
separado la mantisa y la característica: 

7.1853-4 = (—2 + 0,1853) :4 = —8 + 0,7412 = 8,7412. 


Generalmente tal producto se realita sin representar el 
logaritmo en forma de una suma algebraica, por ejemplo: 


1,8916 .5 = 1,4580. 


Después de multiplicar las fracciones decimales de la manti- 
sa por 5 se obtuvo 4 unidades enteras positivas, las que 
fácilmente se suman mentalmente a 5 unidades negativas 
obtenidas del producto de —1 por 5: —5+4= —4; el 
resultado final será 1,4580. 


зп 


Si un logaritmo de característica hegativa y mantisa posi- 
tiva se multiplica por una fracción decimal positiva, con- 
viene transformar el logaritmo de la forma artificiosa en la 
natural, multiplicar las dos fracciones decimales y conver- 
tir el resultado en la forma artificiosa. 


Ejemplo 4. 

1,1526-0,23 = (—1 + 0,1526)-0,23 = —0,8474.0.23 = 

= 0,1949 = 1,8051. 

Ejemplo 2 

3,6418-(—0,47) = —2,3582-(—0,47) = 1,1084 

4, División. Al dividir un logaritmo de característica nega- 
tiva por un número natural, hay que distinguir dos casos: 


a) cuando la característica se divide enteramente, b) cuando 
la característica no se divide enteramente. 


Ejemplo 4. 2,1858 : 2 = 1,0928. 

Aquí se dividió a la vez por 2 la característica y la mantisa. 
Ejemplo 2. 

7,4365 : 5 = (—2 4 0,4305) : 5 = (5 + 3,4365) : 5 = 

= —1 4 0,6873 = 1,6873. 


Agregamos a la característica tantas unidades negativas 
(=3) a fin de obtener el número entero próximo que se divi- 
da enteramente por el divisor; al mismo tiempo agregamos 
a la mantisa la misma cantidad de unidades positivas y di- 
vidimos por separado los enteros obtenidos y la parte frac- 
cionaria. 


Ejemplo 3. 3,4724: 4=2.8681. 


A la característica se le agregó — 3 y a la mantisa+-3; con 
facilidad se divide mentalmente. 


Ejemplo 4. 
3,1832 : 0,658 = —2,8168 : 0,658 = —4,2809 = 
Ejemplo 5 


1,6405 : (—1,3) = —0,3595 : (1,3) = 0,3595 : 1,3 = 
= 0,2765. 


зв 
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$ 171. Logaritmo complementario 


Como se sabe, los dos números № у 7 se llaman mutuamente 
inversos, su producto es igual a 1. 
% bermicióx. Se lama logaritmo complementario del número 


N el logaritmo del número $: 


ig N ad. = 1. 


Puesto que 
r fe 

жа = eN, 

luego 

lg N ad. = —lgN 


El logaritmo complementario del número N es el logaritmo 
del mismo número tomado con signo contrario; por ejemplo: 

a) lg 17,18 ad.= —1д 17,18 = —1,2350 ‚7650; 

b) Ig 0,0085 ай.= —1р 0,0085 = —3,9294 

—(-3 +4 — 1 + 0,9294) = — (-2—0,0706) = 
2,0706. 

Supongamos que Ig N =c +m donde c es la característi- 
ca y m la mantisa, en tal caso, 

leÑ ad=—lgN=-c-m=-ce-1=mpi= 
= — (04 1) + (1 — т). 

Para hallar el logaritmo complementario según el logaritmo 
de N hay que agregar a la característica la unidad y tomar el 
resultado con signo contrario; la mantisa se resta de 1. 














Ejemplos. 
1) —lg 0,0672 = lg 0,0672 ad 
2) —lg 13,8 = —1,1399 = 2, 


3) —F180,825=— 
= 1,9443 = 0,0557. 


2,8274 = 1,1728; 






$ 172, Tablas de logaritmos 


Las tablas de Bradis dan los valores aproximados de las 
mantisas de los logaritmos de todos los números enteros de 
1 a 9999 con cuatro cifras decimales exactas; la caracterís- 
tica del logaritmo se pone a base de las propiedades señala- 
das de los logaritmós decimales. Puesto que la mantisa del 
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logaritmo no depende del lugar de la coma en la representa- 
ción del número, sino depende sólo de la sucesión do cifras 
significativas del número dado, estas tablas se pueden utili- 
zar para buscar las mantisas de los números fraccionarios. 
A continuación se da una parte de la tabla. 












6s |s129f8138f8142|s149B158f8182|8 169s 176|a182f8180] 1 
өв |8105|820218208|8215|8222:8228/8235/8244|8248/8254/ 1 
вл |8261 |826т|8от,|в2в0|в2вт|а0з/в290/8з0в/8з12/819) 1 
вв |вз28/833118338/8з44|8351|8з57|8зез|взтојазтејазв21 1 
в |83858[839508401/8407[8814]4208420|8432]8439845/ 1 
ло [84518457[8483[34108476[8482[88в|5 9485008506] 1 
т! [8513/85159[8525/8531[8531[8541[8559[85558561867| 1 
12. [881388798385/859185918603/86008815186218621/ 1 
лз |8в338839[845/88518857[8663/88698875/8881/3686] 1 

[ssoz|scee|sTo4|a710|8718|8722|8727|8739l8739|8745| 1 


Supongamos que se quiere hallar Ig 65,4. Las dos primeras 
cifras del número (65) las tomamos de la primera columna de 
la izquierda, marcada encima con la letra «No, y corremos 
la vista desde el número 65 horizontalmente hasta la colum- 
na vertical donde se encuentra la tercera cifra significativa 
escrita encima (o debajo), es decir, la cifra 4. En la inter- 
sección de la vertical y la horizontal obtendremos la man- 
tisa 8156, que designa las decimales, es decir, 0,8156, por lo 
tanto, lg 65,4 = 1,8156. Las mantisas de los logaritmos 
de los números de dos cifras y de tres cifras, que terminan 
con ceros, se obtienen de la columna indicada encima por el 
cero; por ejemplo, la mantisa del logaritmo de 68 ó de 
680 es igual a 0,8325. 

Para hallar el logaritmo de un número de cuatro cifras, por 
ejemplo, el lg 6754, determinamos antes que nada la caracte- 
rística, es decir, escribimos lg 6754 = 3, ...; las cifras 
desconocidas de la mantisa las hallamos del siguiente modo: 
como se explicó antes, primero encontramos la mantisa del 
logaritmo del número de tres cifras 675, es decir, el repre- 
sentado por las tres primeras cifras del número dado; obte- 
nemos 0,8293; desde esta mantisa corremos la vista hacia la 
derecha por la línea horizontal, intersecando la raya verti- 
cal doble y continuando hasta encontrar la columna de la 
parte derecha de la tabla indicada encima con la cifra 4; 
en la intersección hallamos el número 3 (3 diezmilésimas); 
ésta es una corrección a la cuarta cifra significativa 4, que 


30) 


se suma con facilidad mentalmente a la mantisa ya hallada 
0,8293; finalmente obtenemos: 1g 6754 = 3,8296. 


173, Tablas de antilogaritmos 


eos 


El númeto correspondiente al logaritmo dado se Ilama anti- 
logaritmo. Para hallar el número según su logaritmo dado se 
utilizan las tablas de antilogaritmos. El modo de su empleo 
no se diferencia en nada de las tablas de logaritmos descrip- 
tas antes. Si lg z = 1,5245, hallaremos z (antilogaritmo) del 
siguiente modo: dejando de lado por ahora la característica, 
tomamos las dos primeras cifras de la mantisa, es decir, 
52, de la primera columna de izquierda, indicada con la 
letra m (mantisa), y corremos la vista por esta horizontal 
hasta encontrarnos con la columna señalada encima con la 
tercera cifra de la mantisa 4; en su intersección hallamos el 
número 3342; para la cuarta cifra de la mantisa, 5, hallamos 
la corrección 4, que se encuentra en la intersección de la 
misma horizontal con aquélla de las columnas extremas de 
derecha, que está encabezada por la cifra 5; sumamos esta 
corrección (error) al número encontrado 3342 y obteydremos 
z = 0,3346. A la primera cifra significativa le antecede un 


cero, puesto que la característica es igual a T. 





$ 174. Ejemplos de cáleulos con uso de logaritmos 
ы РАСТИТЕ 
Ejemplo 1. == Y ая 
lgz= 3 [1g783 +4 1g41,3—(21g0,815+1g52,6)], 
o bien 
lgz=4 (1g783+ $1g41,34+21g0,815 ad. +1g52,6 ad). 








Cálculos preliminares Cálculos finales 

$ 1g41,3 = 18 L 0,8080; 3 1g 783 = 2,8938 
190.815 ad.=-—(1,9112)= -y le 41,3 = 0,8080 

21g0,815 ad. 

1g52,6 ad. 

=,2790; 
k 299 
z 





1-0267 


Ejemplo 2. 


у= /0,178-/0,2083 + 4,727 Y 0,00283. 


Calculamos cada sumando subradical por separado: 
1) N=0,178 }/' 04063; 

lg N=180,178 ++ 1g0,4963; 

160,178 = 1,2504 


4 58 т 
714 0,4963 === 1,8986 











2) м = 4,727. 0,00283; 
lg M=1g4,727 + 18.0,00283; 
ЕК r 





71g 0,00283 = 2428 
0.6145 


=2,7259 





14.72 





3) 04409 
+0,2514 


0,3923; 
4) y= 0,3023; 


1g 0,3923 _ 1,5936 
A = 1,9187; 





lg 
y =0,8292; y 0,820. 





Ejemplo 3. 

i 

Z = &5%9у®-(0,4819)° 
A E 

(4,2777 5.(0,003£8)0,08 


Representamos dicha expresión en la siguiente forma: 


3 1 
Z= (4.208 0,8198 
2 (6420)0721-00,00818)078 
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Pasamos -a la logaritmación: 

lgZ= 194,27 Ф К 0,819 + 0,3218 6,429 ad. + 
+0,481g 0,003418 ad- 

Cálculos auziliares Cálculos finales 


+ 4,27 =0,3782 


1) 0,3218 6,429 ad. = 

—0,32-0,8081 = 
= —0,2586= 1,1414; 

2) 0,48150,00318 ай. = 










0,32156,429 ай. 








— 0,48. (3,5024) = 0,48 1g 0.00318 ad. 
—0,48:(—2,4976) = E т z 
= 1,1988; t ar 
3 3.0,0304 а 
3) 31421 === 2219,5. 
18912 m 


=0,3782, 


$ 175. Módulo de paso de un sistema de logaritmos a otro 


Planteamos la siguiente cuestión: ¿cómo hallar el logaritmo 
de un número positivo N de base b(b>0 y b í), si se 
conoce el logaritmo de N de base a (a > 0, a 1)? 

Para respoñider a la pregunta planteada hay que saber hallar 
un factor de paso соп el cual se obtiene un nuevo sistema de 
logaritmos. 

Supongamos que logN =m (т ез ип número conocido). 
Hay que hallar el log, = z (xz desconocido). 

Siendo así 

а" = М, б = М, 

de donde 

ant, 


Tomamos logaritmos de ambos miembros de esta igualdad 
de base а: 

m logea = 2 10800, 

o bien 

m= zloga b, 


1 
Lg 


Sustituyendo z y m por sus valores, obtendremos 


logs N = loga Nay 


El factor БЕ se llama módulo de paso de un sistema de 
logaritmos de base a a otro sistema do base b. 
Ejemplos. 


1) logs 2=lg 2- ggg = 0,3010 -gpp ~ 0,434. 


2) log, 7=1g 7-37 =0,8451-3,822 = 2,807. 





3) log y¿ = loga N: 210, М. 


loga 
Supongamos que a y b son dos números positivos distin- 
tos de 1, en tal caso se obtendrá la identidad 


logab-logaa =1, 
puesto que de la igualdad alos? =D mediante su logárit- 
mación de base b hallamos: 

logab-log,a = log yb = 1. 


Observación. Además de los logaritmos decimales, en mate- 
máticas y sus distintas aplicaciones se utilizan ampliamen- 
te los logaritmos naturales (también llamados neperianos) 
la base de los cuales es el número irracional е, ел 2,748. 
Los logaritmos naturales se indican con «ln» sin indicar la 
base, por ejemplo 





In2=1g2-E 0,3010 x 0,3010- 2,303 ~ 0,6932. 


Así, pues, el logaritmo natural de un número es aproxima- 
damente 2,3 veces mayor que el logaritmo decimal del 
mismo número. 





Veamos casos particulares del módulo de paso: 


1) si la nueva basó Б. +. tendremos que M=— 7 1 
loga £ 





=-1, por lo tanto, log , N= — loga N; 


Yi de, Mr 


1% 
таг. Ча ра 
32 





1 








Ре 1 
3) si ò= Va, M= => >23, k N=2 loga N; 
) Va evi 1 log yz loga 
є 1 1 
dy si dan, MS TT 
De este modo, 


Joga N =+ loga N. 

El caso 4) generaliza las tres anteriores: para n = —1 tendremos el 
caso 1), cuando n = 2 tendremos ol caso 2), si n= tendremos el 
caso 3). 

Ejemplo. Resolver la ecuación 


15 
7 





loga z+ log, zlogi z+log „3 
3 
Reducimos todos los logaritmos a la base 2: 


logs 2—log 1944 ор, 221063215, 





176. Ecuaciones exponenciales 


Veamos las ecuaciones con la incógnita en el exponente. 
Generalmente estas ecuaciones se llaman exponenciales, por 
ejemplo: 


1 
F з Бен 59.150; 991393. 486, 
ys YA +5 
Existen dos métodos fundamentales de resolución de las 
ecuaciones exponenciales. 


1. Metodo de reducción a una base común. Si ambos miem- 
bros de una ecuación se puede representar como potencias de 
base a, donde e es un número positivo, distinto de 1, de la 
igualdad de las potencias y las bases se deduce que los expo- 
nentes deben ser iguales. Igualando los exponentes obten- 
dremos un tipo de ecuación generalmente conocido. 





1 


Ejemplo 1. Y 3= 





Tendremos: 





37 
Ejemplo 2. 5%" 4- 57 = 750. 

Puesto que 5%* > 5%-5 en el primer miembro se puede 
sacar fuera de paréntesis el factor común 5*, por lo que 
obtendremos: 


5%(541)=750; 5%-6=750, 5" = 125, 
o bien 
5*=5% х=3. 


Comprobación 


Б 
750 = 750. 


Рм E 
Ejemplo 3, И 9972 3. 


Representemos ambos miembros de la ecuación como poten- 
cias de 3: 





+125=750; 





Resolviendo esta ecuación cuadrática, hallamos 

1 3 

а= —зү ><. 
020 


Sustituyendo estos valores en la ecuación dada comproba- 
mos que ambas raíces satisfacen la misma. 


2. Método de logaritmación de ambos miembros de una 
ecuación. 


Ejemplo 4. 2,3% =1,5%, 
Aquí es más conveniente la logaritmación de ambos miem- 
bros de la ecuación, después de lo cual obtenemos 


218 2,3 = (2 + 1) lg 4,5 

218 2,3 — z lg 1,5 = 18 4,5; 

z (lg 2,3 — lg 1,5) = 181,5; 

ar ~ ОЬ. 

En ciertos casos, al resolver una ecuación exponencial es 
conveniente introducir una incógnita auxiliar 


Ејетріо 5. 491 — 29 + 28 = 0 
Tendremos 


(y 2 4 28 = O, 
o bien 

92 2903428 =0; 

supongamos que 2% =2; en tal caso 2% = 22; la ecuación 
toma la forma 

2-81-28 =0, 6 23227 112 =0 

Resolviendo esta ecuación cuadrática, obtendremos 

2 =4 1% = 28, 

de donde 
2 = 4; 





Ambas raíces satisfacen la ecuación dada. 


Ejemplo 6. Resolver el sistema 
2-3 = 12, 
29.3% = 48, 


э 


Dividimos miembro a miembro la primera ecuación por la 
segunda: 





Жз 


2 is Al 
$, pero 3t giy, 


v 





y por eso 227 = 6b por lo tanto, 
r—y=fóy=x-1 

Ahora la primera ecuación del sistema toma la forma 
PGA 12,662, 


de donde z = 2, y =1. 


co 


177. Ecuaciones logarítmicas 


O oerisición. La ecuación con la incógnita bajo el 
signo de logaritmo se llama logarítmica. 
Ejemplos de tales ecuaciones son: 


1) (24 09—100: 3) =2—Ig2%, 


2) Vlgz шух, 
3) log (9 -Е Т) = 2 + loge (37 + 1). 


El método fundamental de resolución de las ecuaciones lo- 
garítmicas es la potenciación, a base de la que se obtiene 
comúnmente una ecuación algebraica. Las raíces halladas 
se deben verificar, ya que pueden aparecer raíces impropias. 


Ejemplo 1. lg (z4 6)—4 lg (2—3) = 2—lg 25. 
Es evidente que 
(+0) 116 002—3) = 316. 


Va-=3 
(el primer miembro de la ecuación), 
2 — 1g 25 = Ig 100 — Ig 25 = lg 4 
(el segundo miembro de la ecuación). De este modo 


2-16 
т-не 


Pero a logaritmos iguales, tomados de una misma base, co- 


la 





responden números iguales. Por lo tanto, 





228 


Resolviendo esta ecuación irracional hallamos dos raices: 
= 14. Ушан де Ја таі2 д=6: 1612— 


9166; 1022184 (es сїөпа). 








Verificación de la raíz z144; 1420—41{25=14, 
ы 184 (es cierta). 


Ejemplo 2. Vigr=lg Vz. 

Antes do hallar las raíces de csta ecuación hallamos el 
campo de valores admisibles de z: ambos miembros de la 
ecuación tienen sentido para igr>0, z1; teniendo ën 


cuenta que IgV z=4lgz, tendremos Vigz=4lgz; ele- 
vamos ambos miembros al cuadrado: 





lgz=higta, ó lgz(lgz—4)=0. 
Por lo tanto, 


lez=0, —1 
lgz=4, 2 = 10% 


Compruéhese que ambas raíces satisfacen la ecuación dada. 





Ejemplo 3. 18 (085) =1. Está claro que z>0 y 
It 

Puesto que Ig (z123) = Ig z-lg z -- lg? x, la ecuación toma 
la forma: lg? z -= 1; lg z = 1; z, = 0,1; z = 10; ambas 
raíces son ciertas. 





Ejemplo 4. 21g lgz = 16 (7—2 lg 2) — 125. 
Si se pone Ig z = t, tendremos que 2 ig = ig (1—2) — 
— g5, ó lg # =lg17”, de donde ê =", 4 = —1/5 


4; z = 10. Se 
ace la ecuación 











{no sirve, puesto que no existe 18 1), £, 
comprueba fácilmente que z= f0 sal 
dada. 


Ejemplo 5. Resolver el sistema ry = a?, lg? z -+ lg? y== 
= jle e. 

Es evidente que los valores buscados de las incógnitas deben 
ser números positivos: z >Q; у >> 0. 


Pasamos a la logaritmación de la primera ecuación: lg z + 
+ lg y = 2 1g a. Suponemos que lg x = u; lg y = v, en tal 


829 


caso tendremos el sistema 
u +v=2lga, 
u? pot = + (2 lg a), 

o bien 

l u ъ= т, 
афа 10 т, 

donde m = lg a. 

Resolviendo este sistema, hallamos: 





u, = —m = —]g a; uz = 3 ig a; 
v = 3m = 3 lga; v= —lg a, 
de donde lg z; = —lg a; 3; = $; 
lg y, = 3 lga; yı = a. 
Análogamente hallamos: 72 = 
Verificación de la solución z, 
i 2, 

o 

2 

(—lg a)? + (3 16 4)? = 10 16 а 





$ 178. Resolución de desigualdades exponenciales 
y logarítmicas elementales 


Las desigualdades que contienen Ja incógnita en el exponente o bajo 
el signo de logaritmo se llaman respectivamente desigualdades ezpo- 
nenciales o logarítmicas. En la mayoría de los casos estas desigual- 
dades se reducen a algebraicas. 


Ejemplo 4. Resolver la desigualdad 25=-2 <2%*. Para ша 
base mayor que 1, a un valor menor de la función exponencial corres- 
ponde un valor menor del exponente, es decir, 


32-2 +3, 2:45, #<$-. 


Ejomplo 2, Resolvor la desigualdad 2-3%:—5.3x-+-2>0. Intro- 
ducimas, una incógnita auxiliar. Ponemos z=3* (z> 0). Én tal caso 
232 —52-42>0, es decir, tendremos una desigualdad cuadrática do s. 


Las raícos del trinomio del primor miembro son iguales a + y 2i 
por la regla conocida el trinomio es positivo para todos los valores 
de z comprendidos on el intervalo (5 2) . Por lo tanto, 2>2 





о <. Puesto que 420, tendremos апе 0 < Ср в а>? 
Así. pues, о<е<-ре®з>?. 
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De este modo, después de la logaritmación (de baso 10) tendre mos 
EN 


<< 
0,3010 
+ 
1<-0,63. 
Resolviendo la segunda desigualdad 3% > 2, hallamos: 
> 5. ó z> 0,63. 


Ejemplo 3. log; (2245) <—2. 
T 
Señalemos que la desigualdad tiene sentido si 224+5>0, o cuando 


x>=“É + Mopresentemos el segundo miembro do la desigualdad, 


es decir, el número—2 en la forma de log y > 6 —2=10g ,9. 


Luego log, (21-+5) <log , 9, pero, puesto que cuando la base es 
positiva, menor que la unidad, a un logaritmo menor corresponde 
un número mayor, tendremos que 

2245>9 r> 2 

Ejemplo 4. logs|3—4z|> 2. 

En dicha desigualdad z puedo tomar cualquier valor, excepto z= 
«+. Luego, por potenciación. tendremos: 

18—42 3-9, 

18—421> 9. 

4) Supongamos que 3—42> 0, 5 z<} En tal caso 


з-ш>%, 24-5. 

2) 813 — ås < 0, entonces | 3 — Az | = åz — 3, ár — 3> 9r > 3. 
De esta forma, la desigualdad logs | 3 — 4z | > 2 se satisface con 
los valores z> 3 ó <q: 

Ejomplo 5. logs (2 —3V2+1+3)<1 


Esta designaldad tieno sentido, si se cumplen simultáneamente dos 
condiciones 


2-3V2F14+3>0, 
(7150, 625—1. 
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Resolvemos la primera desigualdad del sistema: 
1+3>3 VIFT para 22 —t. 
Aquí ambos miembros son positivos y se pueden elevar al cuadrado 


4 32229 004 0), 6 22 – 320 
2<0,:> 3. 


De este modo, la expresión afectada del signo de logaritmo tiene 
sentido si —1 < у < 0 y z> 3 Ahora resolvemos la propia desigual- 
dad. Con Ja potenciación, recordando que la base de los logaritmos 
es mayor que 3, obtendremos -—3 VI F 14 3<686, 6 


2-35 3Y3FT a 


4) Para todo z del intervalo —1 < x < 0 1а desigualdad (1) se cum- 
ple, puesto que el primer miembro es negativo, el segundo miembro 
ho es negativo, y, en consecuencia, la desigualdad inicial también 
es cierta 

2) Cuando z >> 3 ambos miembros de la desigualdad (1) son positi- 
vos, se puede elevar al cuadrado, va que el sentido de la desigualdad 
no cambia. Tengamos (1 — 3% <9fz 1) Después de abrir parén- 
tesis y pasar todos los términos al primer miembro obtendremos 
a — 15x < 0, de donde 0 < r < 15. Puesto que 7 > 3, las soluciones 
serán valores de z comprendidos en el intervalo 3 <- x < 15, De este 
modo, todos los puntos de los intervalos —1 < r < 0, 3 < z < 15 
son soluciones de la desigualdad inicial. 








Ejemplo 6. log,-2-l0g2.2-10g2 4r>1. 
Por definición de función logarítmica las bases z y 2z deben ser posi- 


tivas, no iguales a 1. Do suerte que x >0, xk q, 74, Roducimos 


todos los logaritmos a una mismo base, igual a 2: 
аай ы Ж 1 

2 ті 1982 рр г Гр 
(véase la identidad log, a-log, » = 1). 
La desigualdad inicial adquiere la forma 

Ж 1 
IN 
Ропетов 0р, 2 = 4, 








1 1 

ТЕГЕ Ө» 

después de simples transformaciones la desigualdad toma la furma 
04200 6 02 o, 

п?" CAS 

Resolviéndola, hallamos: —-Y2< 1<-1, 0 2. 
Sustituyendo £ por log,2, tondremos 

D) logi 27 VË < loga < logd, de donde 27”? <ac; 


2) loga 1< log, 1< log¿2"?, de donde 1<2<2'2 
з 


$ 179, Ejemplos de resolución gráfica de ecuaciones 

y desigualdades 
Ejemplo 4. Resolver la ecuación 4x = 2% 
Trazamos la recta y = áx y la curva y =2* (fig. 114). 
Las abscisas de los puntos de intersección de estas líneas 
son raíces de la ecuación dada. En la figura se aprecia que 
las abscisas de los puntos de intersección de estas gráficas 

і 


воп д = 4 утул 





De este modo, dicha ecuación tiene 





dos raíces. De las siguientes consideraciones se puede com- 
probar que la ecuación dada no puede toner más de dos 
raíces: la gráfica de y = 2% es una curva cóncava, en tanto 
que la recta puede tener con esta curva dos puntos comunes, 
o un punto común, o bien ninguno. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 2.22" = 1. 
Dado que para todos los valores reales de z la función 3* 
es positiva, luego 2% > 1 (propiedad de la función expo- 
nencial cuando la base es mayor que la unidad y el exponen- 
to positivo). Escribimos la ecuación dada en la forma 

1 49 
la)" 
Puesto que 2% es positivo, tendremos que x> 0. Proce- 
diendo a la logaritmación de ambos miembros de la ecua- 


1 


cióna= (7)” debase<, obtenemos la ccuación log 4 2=3%, 
з 





equivalente a la dad 
Construimos las gr 





саз de las funciones log; х у 3% 


3 
(fig. 115). La abscisa del punto de intersección de estas 
gráficas es la solución de la ecuación dada. De la figura se 
К А. 
desprende que la raíz de la ecuación es 224. 
Ejemplo 3. Resolver gráficamente la siguiente desigual- 
dad ЫҢ |>. 54 ш = —1,‚ el primer miembro de la 
desigualdad es indeterminado. Si x=£ —1, tendremos que 
j= +1 [> 0, por eso dicha desigualdad se puede escri- 
bir del siguiente modo: |z+2|>|z +4 |. Construi- 
mos las gráficas de las funciones y, =|2 +2] e ya= 
= |z + í | (fig. 116). De la figura se deduce que todos 
los valores de z que se encuentran a la derecha del punto 
т = —1,5, las ordenadas de la gráfica de y, son mayores 
que las respectivas ordenadas de la gráfica Ya. sd 


i Fig. 114. Fig. 115, 





Fig. 146. Fig. 147. 
е ——  ——_ 


En consecuencia, y, > Ya, si 2 >-—1,5. Pero, dado que 
x= —1, емопсез —1,5 <2< 1 6 => —1. 
Ejemplo 4. Resolver la desigualdad 3 — 22 2. 
Construimos las gráficas: 

1) de la recta yı = 3 — z, 

2) de la función exponencial ya = 2 (fig. 117). 

Las líneas se cortan en el punto 4. Para todo z < 1 la 
ordenada de la recta es mayor que la correspondiente orde- 
nada de la gráfica de la función exponencial. Por lo tanto, 
todo número real de х < 1 es solución de la desigualdad. 





зи 


A Ejercicios 


i. НЫЕ las siguientes igualdades exponenciales en forma logarit- 


2) 49 = 1024; 3) 10! = 10 000; 
abia (E 9 зоон, 


2. Escribir las siguientes igualdades logarítmicas en Turma expo- 
: 4) е 6; 1083 81 3) 108, 125 = 3; 


21 
4) ово 100000 = 5; 5) 108001 = 2; 6) log, y = 3 
т 












D) logs g = —% 
3. Hals w logaritmos de base 2 de los siguientes эн 1) 32; 
adi a gi a Vh avi L nyi 8 


4. Hallar los logaritmos de base 10 de los siguientes números 
1) 10; 2) 1000; 3) 0,1; 4) 0,0001; 5) 107; 6) V10; D V10; 8) YT 
9) 510) —_—= 

› у ) 10 Yi 

5. Basándoso en la definición de logaritmo hallar la incógnita de las 
siguientes igualdades: t) z = logs 27; 2) y = log: 16; 3) z = logs 625; 
т = logs 27; 5) у = logs 0,04; 6) u = loga 0425; 7) logs = 2; 
8) logsz = 0; 9) logi y=; 10) loge z = —23; 11) logg u= 2; 

T 











12) log; N = —3 


7 

¿Para qué basos: 

1) log 38 = 2; 2) log27 =F; 3) log 64 = 4; log 2 = —0,5? 
Entre qué, números esteros están comprandidos los logaritmos 

de base 2 de los números: 7, 30, 120 y 4 

7. ¿Entre qué números enteros so encuentran los logaritmos de base 

10 de los números: З, 18, 134 y 17822 

8. ¿Entro qué números enteros negativos están comprendidos los 

logaritmos de base 10 de los números: 1) 0,07; 2) 0,018; 3) 0.00215 

y 9,000005? 


¿Entro qué números enteros negativos están comprendidos los 


у 1р 


в:2 80729129 
10. ¿A qué es igual el logaritmo de /8 cuando la baso es: $) 2 at ; 
3) 4 4) 16; 5) 642 
11. ¿Con qué baso Y/27 tiene logaritmo igual a: 05 E) =: 





logaritmos de base 2 de los números: 1) = 








a-f 


12. Componer una sucesión de números tal, que los logaritmos de los 
Кш de esta sucesión do base 2 formen la progresión aritmética 
423... 10 

¿Qué “sucesión forman estos números? 
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13. Demostrar en forma general que si los números forman una pro- 
gresión geométrica con términos positivos, los logaritmos de estos 
términos forman una progresión aritmética. 
14. Construir en un mismo dibujo las gráficas de las funciones: 
1) y = loga z; 2) y = logs (z + 1); 3) y = loga z + 1. 

@ Observación. Componer previamente la tabla de valores. 
15. Expresar el logaritmo del número 15 por los logaritmos de los 
números 3 y 5. 


16. Expresar el logaritmo de 2-+ por los logaritmos de los números 
7y 3 

17. Expresar: 4) 108 8 рог el log 2; 2) log 81 por el log3.  _ 
18. Expresas: 1) log 5 por el log 5; 2) log /2 por el log 2; 3) log V Z7 
por el log 3. 

19. ¿Cuáles son los logaritmos de los números si 
saber para hallar los logaritmos de los números 


24142 455 1/3 
40, 7° 35° vá, VE 
de la misma baso? к 
20. Hallar 1) log» (8-128), 2) logs (25 Y/ 125). 
21: Sabiendo que “logio 2 = 0,3010, “log o8 ATTE; logio 5 = 
0,6990, hallar: 1) logia 40; 2) logo 4,8; 3) logio 0,12; 4) logio 0,02. 
22. Logaritmación de las siguientes expresiones: 


4) 2=30b; 322, Jisai i 2, 5) =3(a—b); 





ples que hay que 














E 
ы і 
Л) т=з; Dn Di 





SU me y ETE, 
Зат ' Sby a 





Dia a (ya; 

22) z= loga [fa bj fet, 

23. Hallar por el logaritmo de un número desconocido ese mismo 
TES log 5 — 082 4 1083 

1) log z = log 5 — log 2 + log 3; 

2 kog z = log 7 $ log 5 — log 3; 

3) log y = 2log 3+ Slog5; 
4) log 3 = 3 log 2 — 2 log 3 -+ log 5: 
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6) logu = -$ log (a+8)— lloga +2 log (+ò; 
2 log (a24 p?) — -E [log (a -+8)— log (5— a)l; 
8) log Bloga- (Clgtt Piga , 


9) log y =-L (8 log e—t) +2 log (a4 8)—4 log al; 


7) log= 






10) = $ [е += dog +3 log a|- 


— 103043 log fe +a)— log (5-1), 
24. Hallar: 1) 10 1000; 2) 15 0,1; 3) 18 0,0001. 
25. Hallar la característica de los logaritmos de los siguientes núme- 


5832; 109,54, 0,083, 0,00012. 
26. Sabiendo que Ig 32 = 1,5051, hallar: lg 3,2, lg 3200, log 0,22, 
18 0,0032. 

27. Representar los siguientes logaritmos de característica negativa 
en forma de números negativos: 

4) 1,4728, 2) 2,5893, 3) 4,0075; 4) 6,9917. 

28. Representar los siguientes logaritmos negativos en forma arti- 
ficiosa, es decir, con mantisa positiva: 
4) —0,5618; 2) —1,0247; 3) —20019; 4}. —3,9904; 5) 
29. Hallar por las fablas los logaritmos de los siguientes números 
enteros: 

4) 30, 2) 160: 3) 4800; 4) 72.060; 5) 252; 6) 493; 7) 109; 8) 049; 
9) 1183; 10) 7845, 11) 5848, 12) 2007. 

Hallar los logaritmos de las siguientes fracciones: 

4) 0,007; 21 0,03: 3) 9,0098; 4) 0,0002; 5) 0,12; 6) 0,019; 7) 0,0031; 
8) 0,0075; 0) 3,18; 10) 0,0542; 11) 72,8, 12) 0,632; '43) 30,65; 
44) 1,967: 15) 18,12; 16) 0,4343, 

30. Sabiendo que 14,375 = 2.3740, hallar sin tablas los logaritmos 
de los números: 1) 37,5; 2) 0,375: 3) 3,73; 4) 0.00370. 5) 3750, 

31. Redondeando los "números de cinco cifras dados hasta cuatro 
ciftos, hallar sus logaritmos: 

1) 13407; 2) 32,742: 3) 0,058309; 4) 18396; 5) 0,070418. 

32, Hallar los números que corresponden a los logaritmos: 

4) 0,8140: 2) 1,0590, 3) 1,6454; 4) 2,7780; 5) 3,1580, 6) 3,1752; 
7) 1,003: 8) 3,0463: 9) 2,0032. 

33. Hallar los logaritmos do los números y realizar las operaciones 
indicadas: 

4) 26 0.097 6 160,09; 2) 13,18 + 180,25; 3) 1825,6 — Ig 18.2 
4) 16 0,873 — 160.503; 5) 18 (2,17), 6) 18 (0, т у; 
8) 318 0,728; 9) 248 15,8 + 3 lg 0,263; 10) lg V32,7 +- 12 Y 0,0253. 
34. Hallar los logaritmos complementarios: 


1) lg 18,23 ad,; 2) lg 0,0532 ad, 3) lg 318,6 ad.; al 1g 0,326 ad.: 




































м 20 
9 = 718136. 
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35. Calcular mediante las tablas de logaritmos de cuatro cifras: 
4) 2=0,7545-2,45T, 2) ==144,8:0,0256-0,155 3) з= а, 


ї 
47,6-2,85.. 0,0795-45,4 4 З 
o Р TERT. е As 


4 1 yaa 
=Y 0,0% E O Taw = Viwe 


37,26 
б) =ч УЙШ 13) = 0.42 VOO 














ж б 5; 


14 )y=>0,754 7,73%, 

















2 5 
19 70,275.ү7,388; 16) AE У 
жер y y ‚ЕЗУ! 





її) у= 3,125/0,78; 18) 2=3/ 4—V 0,0814 
1,56°.0,003642 vi 
4,6582 Y 0,0467 
22) ai 28) A=0,004850,0802, 24) y ==4-+-0,48930,285; 


25) =y 


m e 
(6,402) * -(0,081)0.57 


36. Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales: 
тк ei, 


19) == 20) y=2,750,0; 24) z=0,4630,48; 














7 „вуй, ж (0,089)0.1-(3 726071.3 | 
a ————-: 


2007 .(43,6y-0,7 





AS 
82? (31у _. 








Зе? 2 2d 3) 


5 arar sy a (EN, YY, 


1 
(ш) 
37. Resolver las ecuaciones: 
1) 13,2%=8; 2) (0,785)2%=3,18; 3) 4/221 = 77. 
38. Resolver las ecuaciones: 





1 зы; 0) IaH 1; 3) 722—6745 =; 


lg2z 
5 mengn” St" 
6) 09-12: 2-5 ту +1 +1) 141445 
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les 


8) algs-1=400; dx  ? =900; 
10) le (25) 1g(82—-20)=0,3040; 44) 218-1002; 


12318 (542) рша 19) VIT 0; 


му реа ; 15) 16 (522—421) = 18 (822—420). 


39. Resolver gráficamente las siguientes ecuaciones: 
dez F+4=0; 24220 

40. Calcular: 

1 498427, ру рова, зу 892-4 


e 410,375 VTO 
44. Calcular sin utilizar las tablas, 10 
Resolver las ecuaciones: 

2 

+ 


а. (20173 V345 Vi =V 39-31 


з. 10 UI y 


д4, (02—210) 782 


log,10 








2 
зцах- 2185 
asa 000. 46. 1613216014210. 


47. 2lglg2=18 (7-2 182)—l8 5. 
48. 10g {5+2 lags (2—3) loga (z -4+ 2) = logt (z —3) + logh (z +2) 
т 





2 
аак 
а Кыз 





во, 219902689) 


51. 2544245 1% 
52. logiz—9 logar 
53. 1684-2184 16 2222-21 19424218 VI. 


A 


Ке 











35.21 =576, 
55. { dog y (y—2)=4. 





(ey) 2075 48. 


=(log+ V5)?. 57. GY ay 





56. logs 5 V5—1,25 





зз» 





вв, у 550. 59, (a => 


во. 0292-12127 5 YE, 61, Y PETER = (22-5), 
62 40:20950, 


63. mV + Н VE) 109-102. 
64 


64. 18" (1002) -+-18* (102) + lg z=14. 





65. 419 V3z=Ig0z(0>0). 

66. 24-18 (14-27) == 1854-18 6. 
67. logs V54 logs (57)— 2,25 
в. Ут: 
70. 3х\ї+-2.33-х—28—0. 11. 34-1 ( 

1 

та, 092.08. 18,9 = 
ла. 20899-30831 490, 75, log (2-22-21) =22—4 





(ов. УЭ). 


10. 69, Ig2=24 Igo, 
¿ae 















16. Зінєсща ZE lEXHGE=0, 17, (5) "овие, 


тв, APD 0210р, VI. 19. 225 ja O. 

80. Resolver las desigualdades: 

1) log, (2245) <—2 5) log y 1223/>—3% 
T т 


> 
2) logo(8r42)— log (120928 — 8) loga(l—2)9>4 
2-2 к 
Eje) >s 
4) 1013—4215 2; 8) loga(2—1)-+ logs (2—32) > 2. 


81. Resolver gráficamente las ecuaciones (al construir las gráficas 
utilicenso las tablas de valores de las funciones: eX, e“*, senz y 
соз т, dadas al final del libro): 


1) ež=2— z; 2) 11=0"44; 3) 0.54+24senz=0; 








3) logs (32-44) — log (2954 7 Jog: ( 


4) 2 ; 5) {+з +р=0. 


82, Resolver gráficamente las desigualdades: 
0) е3 2) i<a; 

3) 600—202 4-5 

4) зот > 222042 <) 
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83. Resolver los sistemas: 


$ 


4) { 
Б 24y 15, 
› { ie y ezlga tipa: 





Cáxtu= 12; 


84. Resolver las desigualdades: 


3 
1) logos (а-:-3) > 2—log25; 


243 


2) log: ¿> 








5 ( 512; 
1) ( 
8) 
caseros VE); 
vz 4124 
ee) dE =( 
) 4 oe y 
q... 


CAPITULO XIV 


REGLA DE CALCULO 


Introducción, El aparato de cálculo más difundido entre 
los ingenieros y los técnicos es la regla de cálculo. 

La regla de cálculo permite realizar las operaciones más 
variadas: multiplicación, división, potenciación, radica- 
ción, logaritmación, búsqueda de los valores de las fun- 
ciones trigonométricas de los ángulos dados y viceversa. 
En este caso se economiza considerablemente el tiempo у se 
facilita el cálculo. Empero, los resultados de todas las ope- 
raciones obtenidos mediante la regla son aproximados con 
una precisión de hasta tres cifras significativas. 


$ 180. Partes de una regla de cálculo 
y denominaciones de las escalas 


La regla de cálculo está compuesta de tres partes: 
2) el cuerpo de la regla con las escala 
2) la corredera, es decir, la parte móvil, que se desliza en 
la caja ad-hoc del cuerpo de la regla; 

3) el cursor formado por un marco metálico con un cristal 
de aumento, que lleva un trazo visor para facilitar las 
lecturas. En la parte anterior o frontal de la regla y la 
corredera se encuentran las siguientes escalas (fig. 118): 

1) La escala de cubos (marcada con la letra C), es la más 
superior. 

2) La escala de cuadrados (marcada con la letra B), es la 
segunda de arriba; la misma está representada dos veces: una 
sobre el cuerpo de la regla (escala B) y la segunda, sobre la 
corredera (escala B,). 

3) La escala fundamental (marcada con la letra A), es la 
segunda de abajo; al igual que la escala de cuadrados, está 
marcada en el cuerpo (escala 4) y en la corredera (escala А1). 


q 





Escola de cubos 
(co 
ш 

Escola de cuadrados 
м 


iai 
Escola fundumentat 





0 
Éscala de logoritmos 


Fig, 148 


Escala de sonos EZRA TRATARA 
Éscala de senos 


y tangentes E A 
Escalo de tangentes 








Fig. 119 


4) La escala de logaritmos (marcada con la letra D), es la 
más inferior. 

Las escalas fundamentales marcadas en el cuerpo y en la 
corredera coinciden en todas sus divisiones si ésta última 
no se desliza a derecha o a izquierda. Lo mismo se puede 
decir con respecto a las escalas de cuadrados en el cuerpo 
y en la corredera, 

En el reverso de la corredera se tienen las siguientes escalas 
(tig. 119): 

4) La escala de senos (marcada con la letra S), es la escala 
superior. 


2) La escala de senos y tangentes (marcada con las letras 
S u T), os la escala media. 


3) La escala de tangentes (marcada con la letra T), es la 
escala inferior. 


$ 181. Escala logarítmica 


Antes de pasar a estudiar las operaciones que se realizan 
con la regla, hay que saber cómo está construida la escala 
logarítmica, que constituye la base de la regla. 
Tomemos la función y = lg z. Si el argumento (x) varía de 
z= 1 a z= 10, el logaritmo de (y) varía de O a 1, puesto 
que lg 1 == 0; 1g 10 = 4. 

Tomemos convencionalmente un segmento de 250 mm de 
longitud como unidad y lo dividimos proporcionalmente a 
los logaritmos de los: números enteros de 4 a 10. 





w3 


7 
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Compongamos previamente la siguiente tab 

















[а [аш (1 рее 
1 0,0000 0,00 6 0,7782 194,6 
2 0,3010 75,3 7 0,8451 211,3 
3 0,4771 119,3 8 0,9031 225,8 
4 0,6021 150,5 9 0,9542 238,6 
5 0,6990 174,7 10 1,0000 250,0 





Basándonos en esta tabla construimos la escala de la fun- 
ción y = lg z. 
Sobre una recta arbitraria tomamos el punto origen O. 
Frente a él marcamos el 1, ya que el valor inicial de z es 
igual a 1, A continuación, desde el punto O hacia la derecha 
llevamos sucesivamente los segmentos de longitud iguales 
a 75,3 mm, 119,3 mm, 150,5 mm, ..., 250 mm; marca- 
mos sus extremos con los correspondientes números 2. 
2. 3,4, .. .. 10. De este modo se ha obtenido la escala loga- 
rítmica, sobre la que se ha marcado por ahura sólo las divi- 
siones mayores, o las divisiones de primer orden. En la 
fig. 120 se ha representado esta escala en tamaño menor. 
Para precisión de la escala hay que dividir el intervalo 
entre cada dos divisiones (cotas) adyacentes en 10 partes 
proporcionales a los logaritmos de los números intermedios. 
Por ejemplo, para obtener en la escala la cota 1.5 hay que 
llevar desde el origén un segmento igual a 250 mm -lg 1,5 æ 
== 250-0,176 = 44 (mm). De un modo semejante so pueden 
marcar en la escala las cotas 1,6; 1,7, etc.; éstas serán divi- 
siones de segundo orden, correspondientes a las fracciones 
décimas de la unidad. 
Así, pues, las marcas en la escala logarítmica: 1,2, 3,4, 
., 10 expresan de por sí números, mientras que los sog- 
mentos 1—2, es decir, desde la cota 1 hasta la cota 2, 1—3, 
1—4, ..., 1—10 expresan respectivamente los logaritmos 
de estos números, más exactamente, los números propor- 
cionales a los logaritmos, donde el coeficiente de proporcio- 
nalidad es la escala; en este caso la escala MM = 250 mm, 


за 





Se obtuvo una escala irregular, puesto que los logaritmos 
de los números no son proporcionales a los mismos números. 
La escala logarítmica de 250 mm se llama normal. 


182. Propiedades de la escala logarítmica 


Una de las propiedades más importantes de la escala logarít- 
mica es que ella es periódica. 

Analicemos esta enunciación. Si la escala logarítmica 
4, . .., 10 la continuásemos hacia la derecha para los mú- 
meros 10, 20, 30, ..., 100, tendríamos que llevar, desde 
el origen de la escala (desde la cota 1) hacia la derecha, 
segmentos iguales, más exactamente, proporcionales respec- 
tivamente a 1220, 230, 1g40,..., lg 100. Pero 
1520 = 1 + 182. 1630 — 1 4183, ес. De aquí se apre- 
cia que la construcción de una escala suplementaria nos 
conduciría a que, a la escala original, cuya longitud es igual 
a la escala, se le añadiría la misma escala. De manera exac- 
tamente igual se repetiría nuevamente la escala para los 
números de 100 a 1000, etc. Lo mismo se puede deducir con 
respecto a la escala para los números que se encuentran a 
la izquierda de 1, por ejemplo, para los números: 
0,4; 0,2; 0,3; ...: 1; la escala representada en la fig. 119 
estaría desplazada hacia la izquierda en toda su longitud 
(250 mm). 

Esto era de esperar, partiendo de las propiedades de los 
Jogaritmos decimales: los logaritmos de los números 0, 
0,2; 2; 20; 200; 2000, etc. tienen iguales mantisas, diferen 
ciándose solamente en las características. Al realizar unas 
u otras operaciones con la regla, en realidad las hacemos 
con las mantisas, por eso es suficiente tener a mano una 
escala logarítmica de 1 a 10. Al calcular con la regla, el 
papel de las características lo juegan los órdenes, que se 
calculan sin la regla y permiten hallar el resultado buscado. 
De este modo, la propiedad de periodicidad permite susti- 
tuir le escala infínita por una de sus partes, por ejemplo, de 
la 









$ 183. Divisiones en la escala fundamental 
En la escala logarítmica fundamental las divisiones están 
marcados de 1 a 2, a cada 0,01, es decir; 
4,01; 1,02; 1,03; 1,04; 1,05; ete.; 
de 2 a 4, a cada 0,02: 
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Fig. 121 Pig. 122 Fig. 42: 








2,02; 2,04; 2,06; etc.; de 4 a 10, a cada O, 
4,15; eto. 


Se admite decir que el «valor» de una división menor en la 
porción de 1 a 2 es igual a 0,01; el «valor» de la división 
menor en la porción de 2 a 4 es igual a 0,02, y en la porción 
de 4 а 10, es igual a 0,05 


4,05; 4,10; 


$ 184. Instalación y lectura de los números 
en la escala fundamental 


Antes de pasar a estudiar las distintas operaciones que se 
pueden realizar en la regla de cálculo es necesario saber 
establecer el número con ayuda del visor y leer el número 
que está debajo del trazo visor. 

Èn este caso conviene recordar que en laregla de tipo nor- 
mal se pueden poner o leer tres (raramente cuatro) cifras 
significativas sucesivas del número. Cuando se necesita 
poner en la regla un número con gran cantidad de cifras, 
previamente éste se debe redondear. 

Al disponer el número ya redondeado po se tienen en cuenta 
los ceros que anteceden a la primera cifra significativa, 
y todos con que termina el número. Por ejemplo, la dispo- 
sición de los números 238; 0,238; 238 000; 0,000238 será 
la misma en la regla. Cada uno de estos números lo consi- 
deramos en la regla como: 2-38. La fig. 121 muestra 
cómo hay que poner en la regla el número 2—3-—8. 
La primera cifra 2 corresponde a un número de divisiones 
mayores; la segunda cifra 3, a un número de divisiones de 
segundo orden; la tercera cifra 8, a un número de divisiones 
menores, es decir, a las divisiones de tercer orden, se han 
tomado 4, puesto que en el intervalo dado el valor de una 
división menor es igual a dos unidades de tercer orden. 

En la fig. 122 se muestra la instalación del número 4—0—3. 
El cero refleja la falta de unidades de segundo orden. 
Inversamente, si se quiere leer el número que está debajo 
del trazo visor, primero se leo la cifra inmediata de izquier- 
da de primer orden, luego, la cifra inmediata de izquierda 


%48 














de segundo orden, y la cifra de tercer orden, que en la mayo- 
ría de los casos se lee a ojo. La fig. 123 representa el número 
3—6—5 bajo el trazo visor. 

Recordemos que hasta que el trazo visor salga de los lími- 
tes, por ejemplo, del intervalo 1—2, todas las lecturas 
comenzarán con la cifra 1. Lo mismo ocurre con las divisio- 
nes de segundo orden, 

De manera exactamente igual se instalan y se leen los nú- 
meros en la escala rozante de la corredera (reglilla móvil), 
la que lamaremos escala Ay. 


$ 185. Multiplicación en la regla 


El producto de dos números en la regla de cálculo está basa- 
do en la suma gráfica de los logaritmos de estos números, 
puesto que 


lg ab = ìg a + lg b. 


Examinemos dos casos. 

1. Supongamos que se necesite multiplicar 2 por 3. Lleva- 
mos el trazo visor del cursor sobre la cota 2 de la escala 
fundamental A. Debajo del trazo visor colocamos la unidad, 
o sea, el origen de la escala Ay. A continuación deslizamos 
el cursor hasta llevar el trazo visor sobre la cota 3 de la 
escala A, y en la escala A leemos el producto 6 
Esta multiplicación está representada esquem: 
la fig. 124. 

2. Supongamos querer multiplicar 8 por 5. Llevamos el 
trazo visor sobre la cota 8 de la escala 4. Si colocamos bajo 
el trazo visor el origen de la escala A,, tendremos que la cota 
5 de la escala de la corredera A, resultará estar fuera de los 
límites de la escala A. Esto se comprende, puesto que al 
sumar las mantisas de los logaritmos de 8 y de 5 se obten- 
drá un número mayor que 1: lg 8 + lg 5 = 0,903 + 0.699 
= 1,602. Medimos con un compás lo que excede la cota 5 
de la escala A, fuera de los límites de la escala fundamental 
A y llevamos esta porción desde el origen de la escala A. 
Enfrente del extremo de esta porción o segmento se cn- 
cuentra la cota 4 de la escala A. Esta lectura hay que aumen- 
tarla 10 veces. puesto que el número correspondiente al 
logaritmo 1,602 debe tener en la parte entera dos cifras. 
Al mismo resultado se llega más simplemente del siguiente 
modo: en lugar de la unidad inicial de la corredera coloca- 
mos el final de la corredera enfrente de la cota 8 de la escala 
A. Debajo de la cota 5 de la escala de la corredera leemos 
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Fig. 128 


en la escala A el resultado 40. En la fig. 125 se muestra es- 
quemáticamente esta multiplicación 

Los dos ejemplos antes expuestos han tenido como objeto 
explicar el principio de la multiplicación de números en la 
regla de cálculo. 

Un caso más complejo de multiplicación es cuando el resul- 
tado no se puede obtener mentalmente, por ejemplo: 


0,0245 -3; 





Como se aprecia de la fig. 126 el resultado es igual a 6—9—2. 
Surge la pregunta: ¿dónde hay que poner la coma? Se puedo 
estimar aproximadamente el resultado obtenido redondeando 
los datos hasta una cifra significativa: 


0,02.30 = 0,80. 
Do este modo 
0,0215.32,2 = 0,692. 


Es evidente que la primera cifra del resultado denota las 
fracciones decimales. En los primeros tiempos se recomienda 
realizar, precisamente de este modo, un «cálculo» aproxima- 
do del resultado a esperar. 

Cuando se quiere hallar el producto de un gran número de 
factores o realizar también otras operaciones, además de 
la multiplicación, surge la necesidad de estimar con otra 
regla la significación de la primera cifra, en el resultado, 


348 


es decir, la estimación de que la primera cifra significativa 
represente centenas, decenas o, puede ser, milésimas, ele. 
Establezcamos el concepto de orden del número. 


$ 186. Sobre el orden de los números 


En adelante convendremos en decir, por ejemplo, que 
1) el número 183,4 tiene el orden +3; 

2) el número 34,87 tiene el orden +2; 

3) el número 8,53 tiene el orden +4; 

4) el número 0,784 tiene el orden 0; 

5) el número 0,0215 tiene el orden — 
6) el número 0,00012 tiene el orden —3, ete. 

En consecuencia, el orden de todo número positivo, mayor 
que la unidad, se caracteriza por el número de cifras de la 
parte entera, tomado con signo positivo. 

La cantidad de ceros entre el cero de los enteros y la pri- 
mera cifra significativa, tomada con signo negativo, se 
admite como orden de cualquier número positivo menor que 
la unidad. 





Observación. El concepto de «orden del número N» y el 
concepto «característica del logaritmo del número N» no es 
el mismo. Por ejemplo, el orden del número 48,7 es el núme- 
ro 2, en tanto que la característica del lg 48,7 es igual a 1. 
es decir, el orden de un número es una unidad mayor que 
la característica del logaritmo del mismo número. 


$ 187. Cálculo del orden 


Si al multiplicar dos números la corredera se desplaza a la 
derecha, el orden del resultado es igual a la suma de los órde- 
nes de los factores menos la unidad. Si la corredera se des- 
plaza hacia la izquierda, el orden del producto es igual a la 
suma de los órdenes de los factores. 

Si el orden del multiplicando es m, y el orden del multi- 
plicador es n, el orden del producto se calcula por el si- 
guiente esquema: 










Desplazamiento de la corredera | a derecha 


al multiplicar 


a izquierda 





Orden del producto 





т+п—1 | men 





мз 


Ejemplo 1. 32:25 = 8,00, 
i+i-1=1 


La corredera se desplaza a la derecha, lo que está indicado 
por una flecha, por eso el orden del producto es igual a la 
suma de los órdenes de los factores menos 4. 


Ejemplo 2.45:8,2 = 309, 

2+1=3. 

La corredera se desplaza a la izquierda, lo que está indicado 
por una flecha, por eso el orden del producto es igual a la 
suma de los órdenes de Jos factores. 

Si se desea multiplicar varios números, se recomienda fijar 
el desplazamiento de la corredera en cada multiplicación 
poniendo la flecha dirigida hacia el lado de desplazamiento 
de la misma. 

Ejemplo 3, 0,0075-4,2:4,345 
—2+14+14+3-1=2 

Al multiplicar la corredera se desplaza dos veces a la izquier- 
da y una vez a la derecha, por eso el orden del resultado 
es igual a la suma de los órdenes de los factores menos una 
unidad. 


Observación. Cabe señalar que si el producto de las prime- 
ras cifras significativas es igual a 10 o mayor que 10, la 


corredera зе desplazará, sin duda, a la izquierda. Por ejem- 
plo: 4,8.0,327; 54,8-2,1, ete. 





188. División 

Puesto que el logaritmo de un cociente es igual al logaritmo 
del dividendo menos el logaritmo del divisor, la división en 
la regla se reduce a la sustracción gráfica de los logaritmos. 





Ејетр1о 1.6:3 = 2. 
Disposición. Disponemos con el visor el dividendo 
(6) en la escala A. Desplazamos la corredera de manera que 
el divisor (3) sobre ella resulta bajo el trazo visor. 
Enfrente del origen de la escala de la corredera leemos en 
la escala A el resultado (2). Esta división está representada 
esquemáticamente en la fig. 127 
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Ejemplo 2.40:5=8. 

Disponemos con el visor la cota 4—0 en la escala A, Dobajo 
de él hacemos coincidir la cota 5 de la escala de la corre- 
dera. Enfrente de la cota 10 (o bien 1) del extremo de la 
escala A, leemos en la escala A el resultado 8. Esquemáti- 
camente esta división se muestra en la fig. 128. 

EL cálculo del orden de un cociente, si el orden del dividen- 
do esm y el orden del divisor es n, se realiza por el si- 
guiente esquema: 











Desplazamiento de la corredora |a izquierda | a derecha 
al dividir 
Orden del cociente | п-п | montt 








mn Ри 

Ejemplos. 8,75: 0,0025 =3500; 4,7 : 0,065 = 72,3; 
1-CY+1=4 1-0-0) =2 

Observación. Si la primera cifra del dividendo es mayor 


que la primera cifra del divisor, la corredera se desplaza 
a la derecha, y, en ese easo, al calcular el orden se agrega 
la unidad. 


Ejemplo. 0,0842 : 42,1 = 0,002; 





1-21 = 2 
$ 189. Ejemplos de multiplicación y división 
Ejemplo 1 ГД 


рй 


Las flechas indican la sucesión de las operaciones: primero 
la división y luego la multiplicación. 

En este ejemplo la división y la multiplicación se efectua- 
ron con una instalación de la corredera, por eso el orden del 
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resultado es igual a Ja suma de los órdenes de los factores 
del numerador menos el orden del denominador. En nuestro 
ejemplo tenemos: 


(0,215 : 0,010)-17,5 
lil cálculo del orden es: 





0 () 7 11424 
B log SP. 
iemplo2. gg T 


Dividiendo 54,2 : 0,0154 obtenemos el resultado enfrente de 
la unidad inicial de la corredera (no lo leemos), No logramos 
multiplicar el resultado obtenido por 0,42, puesto que la 
cota 4—2 en Ja corredera resulta estar fuera de los límites 
de la escala fundamental 1. En este caso hay que «trasladar» 
la corredera, es decir, en jugar de la unidad de origen de la 
corredera debe ponerse la unidad final de ésta. Entonces, 
el orden es igual al orden del numerador menos el orden del 
denominador más la unidad, puesto que en la segunda ope- 
ración (multiplicación) la corredera se desplaza a la iz- 
quierda. 


0/86 5007: 284 
=n 
52-25 


(10,486 : 0,124)-0,007] : 2,5)-26,4. 


Durante las operaciones fue necesario trasladar la corredera 
a la izquierda; por lo tanto, el orden del resultado final es 
igual al orden del numerador menos el orden del denomina- 
dor más la unidad: 


04 (+2 (0+1)+1=0. 


Ejemplo 3 





$ 190. Sobre las divisiones en Ja escala de cuadrados 


La escala de cuadrados está compuesta de dos partes (esca- 
las) iguales en longitud y completamente idénticas, que se 
suceden una a otra: la mitad izquierda y la mitad derecha, 
Cada una de ellas tiene una escala de 125 mm. 

La mitad derecha comienza de la cota media indicada 1 
(a veces 10) y termina con la cota 1 (a veces 100) al final de 
la escala de cuadrados. 
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En cada una de estas esculas existen divisiones de tres órde- 
nes 





+ Las divisiones mayores que están marcadas con las cifras 

Үй, des Т. (А veces en la mitad derecha estas divisiones 
están marcadas con los números 10, 20, 30, ). 
Estas divisiones corresponden a la а cifra significati- 
va de un número de (гек cifras. 
2. Los intervalos entre divisiones, marcados con cifras, 
están divididos en 10 partes; además, estas nuevas divisio- 
nes en la porción 1—5 sobresalen algo más arriba (en la 
corredera) y más abajo (en la propia regla) de los bandas 
horizontales. En la porción 5—1 (10) estas divisiones, 
fuera de la quinta, no sobresalen de las bandas. Las nuevas 
divisiones indicadas corresponden a la segunda cifra 
significativa de un número de tres cifras 
3. Los intervalos entre las últimas divisiones se dividen ш 
cinco partes (entre 1 y 2), o en dos partes (entre 2 y £ 
se dividen en absoluto (entre 5 y 1). El valor de la división 
en la escala de cuadrados de 4 a 2 es igual a 0,02; de 2a 
5, igual a 0,05 y de 5 a 10, igual a 0,1. 
De esta manera, en esta escala la tercera cifra significativa 
se hace necesario con frecuencia establecerla y leerla 
a ojo. 












191. Multiplicación y división en la escala de cuadrados 


También se puede multiplicar y dividir en la escala de 
cuadrados. Sé opera de igual modo que al calcular mediante 
la escala fundamental, sólo que los resultados, por así decir, 
son menos precisos. 

Hay que distinguir dos casos de cálculo del orden al multi- 
plicar en la escala de cuadrados. Si el producto de dos facto- 
res no se encuentra en la misma subescala, en la que se ha 
tomado el primer factor, su orden es igual a la suma de los 
órdenes de ambos factores. Si el producto resulta en la misma 
subescala, en la que se tomó el primer factor, el orden del pro- 
ducto es igual a la suma de los órdenes de los factores menos la 
unidad 





Ejemplos, 1) 2,4-0,0075 = 0,018. Cálculo del orden 
del resultado; 4 + (—2) = —1. 

2) 0,0018.0,0345 = 0,0000621. Cálculo del orden del resul- 
tado: —2 + (—1) — 1 
El cálculo del orden también tiene dos casos al dividir en 
la escala de cuadrados. 
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b Escala de cuadrados (B) 


Fig. 129. 
a Escola fundamental (A) 





Si el cociente se encuentra a la derecha del dividendo, el orden 
del cociente es igual a la diferencia de los órdenes del dividen- 
do y del divisor. Si el cociente se encuentra a la izquierda del 
dividendo, su orden es igual a la diferencia de los órdenes del 
dividendo y del divisor más la unidad. 


Ejemplos. 1) 450 :0,08 = 7500. El cálculo del orden 
del resultado es: 3 — (1) = 4. 

2) 3,6 : 2400 = 0,0015. El cálculo del orden del resultado 
es: 1—4 +1 = 2. 


192. Elevación de un número al cuadrado 
Supongamos que frente a la cota a de la escala fundamen- 
tal A se encuentra la cota b de la escala de cuadrados B 
(fig. 129). 

Esto significa que la porción desde 1 hasta a es igual a la 
porción de 1 а b. Pero la porción de 1 a a es igual a 
250 lg a mm, puesto que el tamaño de la escala fundamental 
de la regla es igual a 250 mm. La porción de 1 a b de la es- 
cala de cuadrados es igual a 125 lg b mm, puesto que el 
tamaño de la escala de cuadrados es de 125 mm, como se 
dijo antes. 

Basándonos en la igualdad de las porciones de 1 a a y de 1 
a b, tenemos 


250 lg a =125 lg b, 
o bien 

262= 16, 

o bien 

lga? = lg b, 

de donde 

a=b. 


a54 


De este modo, enfrente de cualquier lectura (cota) de la 
escala fundamental А еп 1а escala B se encuentra el cuadrado 
de este número. 


Observación. Al elevar al cuadrado no interviene la corre- 
dera. 


DISPOSICION AL ELPVAR UN NUMERO AL CUADRADO 


1. Mareamos en la escala fundamental con el visor del cur- 
sor el número que se debe elevar al cuadrado. 

2. Leemos en la escala de cuadrados, bajo el visor, el cua- 
drado del número dado. 

El orden del cuadrado del número dado se determina del 
siguiente modo: 

a) si el cuadrado del número dado se encuentra en la mitad 
derecha de la escala de cuadrados, el orden del resultado es 
igual a 2m, donde m es el orden de la base; 

b) si el cuadrado del número dado se lee en la mitad izquier- 
da de la escala de cuadrados, su orden es igual a 2m — 4: 


Orden del cuadrado, 





Jl éste se encuentra 
Orden del número 
que se eleva al cuadrado 


en la mitad izqulerda | en la mitad derecha 





m 2-4 2m 





2) 0,00855? æ 0,000073. Cálculo del orden 
(—2):2 = —4. 

3) 0,0295? œ~ 0,00087. 

4) 0,604? œ 0,365. 

5) 1,08? œ 1,17. 


2 jemplos. 1) 200? = 40 000. Cálculo del orden 
а 5. 


$ 193. Extracción de la raíz cuadrada de un número 


Antes de proceder a la extracción de la raíz cuadrada en la 
regla, dividimos el número subradical (radicando) en grupos 
de dos cifras cada uno, comenzando de la coma a izquierda 
y a derecha. Si el último grupo a la derecha de la coma es 
incompleto, le adjudicamos a éste un cero. El primer grupo 
de la izquierda puede resultar también incompleto. 


355 


En el caso de una fracción decimal propia al primer grupo 
de la izquierda lo vamos a considerar un grupo que sigue a 
grupos puramente de ceros; éste puede comenzar de cero 
y en ese caso se considera incompleto. 

Por ejemplo, en la fracción 0.0268 el primer grupo de la 
izquierda 26 es completo, en tanto que en la fracción 0,000169 
el primer grupo de la izquierda 01 es incompleto. 

Los ceros que anteceden las cifras significativas en la frac- 
ción decimal. como ya se dijo, no se toman en cuenta en la 
disposición. Estos se consideran al determinar el Jugar de 
la coma.en la respuesta, o sea, en la raíz. 





Observación. Al extraer la raíz cuadrada de un núme- 
ro, de igual modo que al elevar al cuadrado, la corredera 
no interviene, 





DISPOSICION AL EXTRAER LA RAIZ CUADRADA 
DE UN NUMERO 

1, Señalamos en la escala de cuadrados con el visor del 
cursor las tres primeras cifras significativas (redondeadas) 
del número subradical; además, si el primer grupo de izquier- 
da es completo, esta disposición o instalación del cursor 
la efectuamos en la mitad derecha; si el primer grupo 
es incompleto, la instalación la efectuamos en la mitad 
izquierda. 

2. En la escala fundamental leemos las cifras de la raíz 
buscada: esta raíz está señalada por el mismo visor del 
cursor. 

Esquemáticamente la disposición en la regla al extraer la 
raíz cuadrada de un número se anota del modo siguiente: 





Mitad de la escala de cuadrados, 
Primer grupo laquierdo en la que se dispone el número 
subradical 





Incompleto Izquierda 
180, 0,0235, 0,00024 





Completo Derecha 
0,0012, 0,45, 0,4 





Para disponer el número subradical en la regla conviene, 
utilizando la tabla de multiplicación, determinar la primera 
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cifra de la raíz, es decir, extraer la raíz del primer grupo 
del radicando, y escribirla en su lugar en la raíz; esta cifra 
permite controlar la justeza de la disposición en la regla, 
El número de cifras en la parte entera o el lugar de la coma 
en la fracción decimal propia de la raíz cuadrada buscada 
se determina según la siguiente regla: 

Para los números mayores que la unidad, la cantidad de cifras 
en la parte entera de la raiz es igual al número de grupos 
(completos e incompletos) de la parte entera del radicando; 
para los números menores que la unidad, la cantidad de ceros 
después de la coma es igual al número de grupos puramente 
de ceros en el radicando. 


Ejemplos. 


V 2900 = 70; 727,5 =8,32; 
ҮТ” ,25.> 2,60; VO 00700355 =0,00506; 





ү07,00701769 _ 0,013: Y 0,0028 =0,052. 


$ 194. Elevación de un número al cubo 


En este caso utilizamos la escala de cubos (escala C). 
La escala de cubos está dividida en tres subescalas conse- 
cutivas completamente iguales (izquierda, media y derecha) 
Las divisiones en cada una de estas subescalas tienen el 
mismo carácter que las subescalas de cuadrados, sólo que 
las primeras son respectivamente menores, puesto que el 


250 
tamaño de la escala de cubos es igual a mm. 


Observación. Cuando se eleva al cubo la corredera no inter- 
viene, 





DISPOSICION Al RLEVAR UN NUMERO AL CURO 


1. Señalamos con el visor del cursor en la escala fundamen- 
tal el número que se quiere elevar al cubo. 

2. Leemos en la esonla de cubos el cubo del número dado; 
éste está señalado por el mismo visor. 

El orden del cubo de un número se determina por el siguiente 
esquema según en cuál de las tres subescalas de cubos se 
lee el mismo: 
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Orden del cubo de un número, 
St se encuentra 

Orden del múmero 

a elevar al cubo 





en la subes 
cata izquierda 


en la subes» 
cala media 


en lo subes 
cala derecha 


Ааа 
т | ва [аа | 3m 


iaie Á 








B j m p1 o s, 1)20 — 9000, Cálculo del orden: 2:3 — 2 = 
2) 0,003 = 0,000000027. Cálculo det orden: —2:3 — 1 = 
=-1 


3) 50% = 125 000. Cálculo del orden: 2-3 = 6 
4) 0,123 = 0,0046. Cálculo del orden: 0-3 — 2 =—2, 


$ 195. Extracción de la raíz cúbica de un número 


Para disponer el número subradical en la regla lo dividimos 
en grupos de tres cifras cada uno, comenzando de la coma 
a derecha e izquierda. Si el último grupo a la derecha de la 
coma es incompleto, hay que añadirle uno o dos ceros para 
que el grupo sea completo. El primer grupo de izquierda 
puede ser incompleto, es decir, contener una o dos cifras, 
Conviene hacer notar que en el caso de una fracción decimal 
propia el primer grupo de izquierda se considera el que 
sigue los grupos puramente de ceros. Este grupo puede 
comenzar con uno o dos ceros y, en ese caso, éste también 
se considera incompleto; en consecuencia, los ceros de 
delante no se toman en cuenta como cifras. 

Antes de pasar a disponer en la regla el número subradical, 
hay que aclarar sì el primer grupo de la izquierda es com- 
pleto o incompleto, y si es incompleto, contiene una o dos 
cifras. 


Observación. Al extraer la raíz cúbica de un número la 
corredera no interviene. 


DISPOSICION AL EXTRAER LA RAIZ CUBICA 

DE UN NUMERO 

1. Según la cantidad de vifras del primer grupo de izquierda 
del número subradical la disposición de éste en la escala 
de cubos mediante el visor se realiza por el siguiente esque- 
ma: 
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Cantidad de cifras er 
de 





























era CO ч 
en ta que е йырдле' | шшегйа media derecha 
EI numero 
vs va | б 
гт 7227300 1567000 
Ejemplos 
07:05 | 107,012 Ө ИБ 








170770907007 еттт | гик 


2. El número buscado, o sea la raíz cúbica, se lee en la 
escala fundamental, donde está señalado por el mismo 
visor. 

El número de cifras en la parte izquierda de la raíz cúbica 
buscada, así como el lugar de la coma en él, si es una frac- 
ción decimal propia se determinan por la siguiente regla: 
Para los números mayores que la unidad, la cantidad de cifras 
en la parte entera de la raíz cúbica es igual a la cantidad 
de grupos en la parte entera del número subradical; 

para las fracciones decimales propias la cantidad de ceros, 
después de la coma, en la raíz cúbica es igual a la cantidad 
de grupos puramente de ceros en el múmero subradical. 


Ejemplos. 
Y 8000 =2; Y 0,008 =0,2; 
Y 7000027 =0,03; Y 0036 = 0,33; 
} 12570007000 — 500; YOT — 0,888. 


$ 196. Operaciones combinadas elementales 


Durante los cálculos nos encontramos frecuentemente con 
expresiones que contienen varias operaciones. En tal caso 
conviene efectuar las disposiciones en la regla que conduzcan 
rápidamente al fin deseado, 

Examinemos algunos ejemplos. 


Ejemplo 4. Calcular 3,52-720 

Aquí la disposición es la siguiente: señalamos con el visor 
del cursor 3,5 en la escala fundamental. Multiplicamos por 
720 en la escala de cuadrados llevando la unidad final de 
la corredera bajo el trazo visor, es decir, haciéndola coin- 
cidir con ol cuadrado del número 3,5. A continuación en la 
escala de cuadrados hallamos Ја respuesta: 8800 (enfrente 
del número 720 en la escala de cuadrados de la corredera). 





Ejemplo 2. Calcular 2225. 
Disponemos 2.3 en la escala fundamental y luego todo el 
cálculo se realiza en la escala de cuadrados. Respuesta: 237, 

Ejemplo 3. Calcular Уззчив, 

Se calcula del siguiente modo: señalamos con el visor dol 
cursor el número 3,85 en la subescala izquierda do la escala 
de cuadrados, y llevamos bajo el visor el número 25,6 toma- 
do de la escala fundamental de la corredera. Después de 
esto fijamos en la escala fundamental de la corredera median- 
te el visor el número 48. En esta posición el visor indica 
en Ja escala fundamental de la regla la respuesta buscada: 
0,0368. 


YET 


4 3,35 у 4. 
Ejemplo 4. Calcular ARE 
Comenzamos el cálculo disponiendo la raíz cúbica de 44,4. 
Descendiendo por el visor a la escala fundamental, en ella 
finalizamos el cálculo por analogía con el ejemplo 3. Respues- 
ta: 7,40, 









i в a 
Rjomplo 5. Calenlar (152V, 

La expresión entre paróntesis se calenla en la escala funda- 
mental y la respuesta la leemos en la escala de cubos. Ella 
está señalada por el visor en su última posición aleanzada 
en el cálculo del paréntesis. Respuesta: 388 


F 





Ejemplo 6. Calentar }/ FETTE, 

Está claro que todo el cálculo del radicando conviene reali- 
zarlo en la escala de cuadrados, para leer Ja respuesta final 
en la cscala fundamental bajo la Última posición del trazo 
visor, Respuesta: 0,803 


Ejemplo 7. En los problemas de carácter aplicado 
à veces se tropieza con Ja expresión de tipo a/s, Aquí eb 








эю 





cálculo está basado en que at/s = ¿/2%, En tal сазо ехітае- 
mos la raíz cúbica de a, utilizando la escala de cubos, y la 
respuesta final la leemos directamente en la escala de 
cuadrados, sin descender la vista hasta la escala funda- 
mental. 

Por ejemplo, 


2 
83/89 


Calcular 42,5%. Disponemos 42,5 en la escala de cubos, 
y en la escala de cuadrados el mismo trazo visor indica 
la respuesta: 12,2, 





4. 





з 
Ejemplo 8. Calcular (0,53) 2. 

En este ejemplo con el visor del cursor establecemos en la 
escala de evadrados 0,53 y en la escala de cubos el mismo 
visor indica la respuesta: 0,385. No hace falta descender 
la vista hasta la escala fundamental. 


$ 197. Búsqueda de los logaritmos decimales 
de los números 


La escala de logaritmos (escala inferior) es una tabla de 
mantisas de logaritmos. 


DIVISION EN LA ESCALA DB LOGARITMOS 


La escala de logaritmos П, a diferencia de Jas demás escalas, 
es uniforme. Tiene 10 divisiones señaladas con cifras. Estas 
divisiones corresponden a la primera cifra de la mantisa 
del logaritmo. A diferencia de las restantes escalas, la 
primera división de izquierda es 0 y по 4. 

Cada uno de los intervalos entre las divisiones indicadas 
está dividido también en 10 partes. Estas nuevas divisiones, 
que sobresalen un poco de la horizontal. corresponden a la 
segunda cifra de la mantisa del logaritmo. 

Cada uno de los intervalos entre las últimas divisiones está 
dividido en cinco partes. De este modo, el valor de cada 
una de estas divisiones es igual a dos unidades de la lercera 
cifra significativa de la mantisa, Utilizando la escala D, 
se puede realizar cualquier tipo de operación, que requiere 
el uso de las tablas de logaritmos. 





Observación. Las corredera no participa al buscar los loga- 
sitios de los números mediante la regla de cálculo. 


зА 


DISPOSICION EN LA REGLA AL BUSCAR LA MANTISA 
DEL LOGARITMO DE UN NUMERO 

1. Señalamos con el visor del cursor el número dado en la 
escala fundamental. 

2, El mismo visor indica en la escala de logaritmos la 
mantisa del "logaritmo buscada. 


Ejemplos. 4) 186750 =3,830; 2) 183,14 = 0,497; 
3) 1g 0,00873 = 3,941. 


$ 198, Hallar con la regla de cálculo un número 
dado su logaritmo 


Observación. Al hallar un número dado su logaritmo la 
corredera no interviene. 

DISPOSICION AL HALLAR UN NUMERO 

DADO SU LOGARITMO 

1. Señalamos con el visor del cursor la mantisa del loga- 
ritmo dado en la escala de logaritmos. 

2, En esa posición el visor indica simultáneamente, en la 
escala fundamental, las tres primeras cifras (a veces también 
cuatro) del número buscado. El lugar de la coma en este 
número o la cantidad de ceros después de las cifras halladas 
se determina por la característica del logaritmo del número 
dado de acuerdo a las reglas del álgebra. 


4,398, х = 25 000; 


Los. 1) lg 
3) lg N = 0,420, N = 2,63. 


‚7114, z = 0,054: 


Ejem 
2) lez = 





$ 199. Ejemplos de cálculos con la escala de logaritmos 
No tiene sentido calcular en la regla, mediante la escala de 
logaritmos, expresiones qne contengan sólo multiplicación, 
división, potencias simples (cuadrados, cubos) o raíces 
cuadradas y cúbicas. Estas se calculan más simplemente 
con las escalas antes examinadas. 
La escala de logaritmos se utiliza fundamentalmente al 
calcular expresiones exponenciales complejas o expresiones 
que contienen logaritmos. 
Veamos algunos ejemplos. 
Ejemplo 4. Calcular la expresión 2,57%, Tenemos 
que: 
z= 257004, 
Hallamos: 
lg z = lg (2,5794) = 0,344 19 2,57 =0,344:041. 
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Multiplicando en la regla, obtendremos 

lez =0,14, 

de donde 

z =1,38, 

Ejemplo 2. Calcular = 0,00256%05%, Procedemos a la 
logaritmación de ambos miembros. Obtendremos: 

lg z =1g (0,002560.00250) = 0,00256 ig 0,00256 = 

= 0,00256 -3,408, 

El logaritmo de característica negativa y mantisa positiva 


lo representamos en forma de una fracción decimal negativa. 
Tendremos que: 


3,408 = —3 + 0,408 = —2,592. 


Después de esto continuamos el cálculo: 
lg z = 0,00256 -(—2,592} = —0,00663. 


Transformamos el jogaritmo obtenido de manera que su 
mantisa sea positiva, y la característica negativa. Obten- 
dremos: 








ig z =7,993, 
de donde 
0,985. 
Ejemplo 3. Calcular a Tendremos que: 
234 y0.41 231 
lg A=1g Ga) =0,41 lg q - 


La fracción gr no se expone a logaritmación. Dividimos 


en la escala fundamental 231 por 482 y frente al final de la 
corredera leemos en la escala de logaritmos la mantisa del 
logaritmo del cociente 68; la característica de este logaritmo 
es igual a —1. Por lo tanto, tendremos que _ 

lg A = 0,41 1,68 = 0,41 (0,32) = —0,132 = 1,808, 

de donde 

А = 0,738. 


Ejemplo 4. Саісшаг 
1 
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Al principio dividimos 20,5 por 135 y el cociente obtenido 
lo ponemos en la expresión dada. Así, obtendremos: 


о 4804809. 

Con la logaritmación de ambos miembros, tendremos; 
lgv= lg 48 + $1g0452 =0,68 + 1,482 = 
,681 + T,883 = 0,564, 


de donde 
v = 3,66. 


Ejemplo 5. Calcular 
9,5 











Tenemos: 

ig v = 19,5 — 8265 = 0,978 — e 0,978 — 0,222 = 
= 0,756, i 

de donde 

v= 5,70 





Ejemplo 6. v 





‚1 
Tomando logaritmos, tendremos 


lg v = lg 43,5 — (0,67 -1g 0.75 + 0,22 18 6,5) = 
.638 — (0,671,875 + 0,22 -0,813 
= 4.638 — 10,67 (—0,125) + 0,179] = 








= 1,638 — 0,095 = 1,543, 
de donde 
о = 34,9. 


$ 200. Cálculo de la superficie del círculo 
y el problema inverso 


Además de las divisiones de carácter general, muchas reglas 
de cálculo tienen rayas que indican números frecuentemente 
encontrados en los cálculos, Por ejemplo, en la escala funda- 
mental y en la escala de cuadrados del cuerpo de la regla 
y de la corredera se indica especialmente el número a. 
Al comienzo de la escala fundamental de la corredera (entre 
las cotas 41 y 12) se tiene Ja raya c, que sirve para el cálou- 
lo de la superficie del círculo. 


эм 











La superficie del círculo S puede expresarse mediante su 
diámetro d del siguiente modo: 


+) 


Como se aprecia, la magnitud ү 
En consecuencia, tenemos que: 








se ha designado por e. 


л 


суи, 





Dado el diámetro, la superficie del círculo se determina 
mediante la raya e del siguiente modo: 

1. Señalamos en la escala fundamental de la regla, mediante 
el visor del cursor, el diámetro dado. 

2. Deslizamos la corredera de manera que la cota e quede 
bajo el visor del cursor. 

3. Enfrente del comienzo o del final de las divisiones de la 
corredera leemos en la escala de cuadrados la superficie 
buscada. 

El orden de la superficie del círculo se determina como 
el orden del cuadrado de un número, Si el orden del diámetro 
se designa por m, el orden de la superficie del círculo se 
determina conforme al siguiente esquema: 


EA Enfrente ael comienzo de las 

Ea supertiele det | Ai finan de ma ҮЛ 
ые 

en la escala de е en la 


с mitad derecha | on la mitad | en to mitad 
= izquierda derecha 
Orden de la super- 2m—2 2т—1 2m 


ficie del círculo 


Ejemplos: 1) d=103 m, S = 8330 më; 
2) d = 0,195 0,0299 m 





) d 

Para hallar el diámetro del círculo dada su superficie pro- 
cedemos del siguiente modo: 

4. Señalamos en la escala de cuadrados con el visor del 
cursor la superficie dada del círculo. 

2. Llevamos bajo el visor del cursor el comienzo o el final 
de las divisiones de la corredera. 
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3. Enfrente de la raya c de la corredera hallamos en la 
escala fundamental el diámetro buscado. 

El orden del diámetro del círculo se determina como el 
orden del producto c V, donde S es la superficie del 
círculo. 


Ejemplos. 1) $ = 57,7 m’, d = 8,57 m; 

25 = B330 mè, d = 103 m 

El cálculo de la superficie Чы círculo según su diámetro 
mediante la raya (cota) c permite calcular simplemente una 

serie de expresiones relacionadas con esta superficie. 





Ejemplo 14. Calcular el volumen de un cilindro circular 
conociendo el diámetro de su base d y la altura del mismo H. 
Tenemos la siguiente fórmula para el volumen del cilindro: 


v=sar=3 2H, 6 v= (Ln. 


La disposición al calcular el volumen del cilindro por esta 
fórmula está clara. La superficie del círculo hallada según 
el diámetro dado en la escala de cuadrados la multiplicamos 
por H y obtendremos, de este modo, el volumen buscado 
en la escala de cuadrados. 

Por ejemplo, si d = 20,3 dm y H = 4,5 dm, tendremos que 
V = 1460 dm. 


Ejemplo 2. Dado el diámetro de una esfera d calcular 
su superficie Q. 
Para la superficie de una esfera Ọ tenemos la fórmula 


Q=, o bion Q=á (2y. 





Disposición, Conforme al diámetro dado hallamos 
en la escala de cuadrados el área del círculo, que inmediata- 
mente la multiplicamos por 4 

Por ejemplo, la superficie Q de una esfera de diámetro 
d= 34,5 em se expresa del siguiente modo: 


Q = 3120 cm, 


Ejemplo 3. Conocido el diámetro de la esfera d, calcu- 
lar su volumen. La fórmula del volumen de la esfera es 


1 
V=, 


Disposición. Hallamos en la escala de cuadrados el 
área del círculo mayor de la esfera dada y la multiplicamos 


porŽ d. Por ejemplo, el volumen de una esfera de diámetro 
igual a 146 cm es йе 1 630 000 сте, 


$ 201. Escala de senos 


En el borde superior del reverso de la corredera se encuentra 
Ja escala de senos S. En ella las longitudes de los segmentos 
de la escala, contadas desde su comienzo, son propercionales 
ala suma (1 + 18 sen 2), puesto que la escala está construida 
para la función 


1 = 250 (1 + lg sen a). 
La escala de senos contiene divisiones desde 5°44’ hasta 90°. 


El valor de cada división menor está dado en la siguiente 
tabla: 














Valor de una | Valor de una 
Intervalo división Intervalo división 
menor menor 
de 5°44’ a 10° 5' | де 40° a 70° %' 
йе 10° а 20° 10, де 70° а 80° r 
de 20% a 40° 20 де 80° а 90° 2,5% 


Como se aprecia de la tabla expuesta, el valor de una divi- 
sión menor es variadísimo, es decir, la escala de senos resulta 
ser heterogénea, y al principio hay que acostumbrarse a sus 
divisiones para poner después con certeza los ángulos dados 
y leer rápidamente los ángulos correspondientes al valor 
dado del seno. 


$ 202. Determinación del seno de un ángulo 
comprendido entre 5%44” y 90” 


DISPOSICION 


4. Volvemos la regla al reverso. 
2. Deslizamos la corredera hacia la derecha de manera que 
el ángulo dado en la escala de senos $ resulte enfrente de la 
marca hecha en el recorte de la regla. 

3. Damos vuelta la regla hacia el lado frontal. 

2. En la escala fundamental de la corredera A; leemos entren- 
te de la unidad final (o bien 10) de la escala fundamental 
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de la regla A el valor del seno, recordando que la primera 
tifra significa las fracciones decimales. 

Ejemplos. 1) sen 20° = 0,342; 2) sen 41°90" - 0,66: 
3) sen 63°30" = D910. 








$ 203. Determinación del ángulo según su seno 
si el orden del seno es 0 


DISPOSICION 


1. Mantenemos ante sí la parte frontal de la regla. 
2. Deslizamos la corredera hacia la derecha de manera que 
en su escala fundamental A; el valor dado del seno resulte 
enfrente de la unidad final (o bien 10) de la escala A. 
3. Volvemos la regla al reverso y en el recorte derecho de la 
regla, enfrente de la marca, leemos el ángulo en la escala 
de senos $. 





Ejemplos. 1) senz = 0,45, z = 26%0' song = 


0,196, а = 11%15'; 3) sen y = 0,898, y = 04°. 


$ 204. Determinación de la tangente de un ángulo 
comprendido entre 5°44 y 45° 


Utilizamos la escala de tangentes T que se encuentra en el 
borde inferior del reverso de la corredera. Esta escala contiene 
divisiones desde 5%44' hasta 45% además en el intervalo 
de 544' a 20° las divisiones están trazadas cada 5, en 
el intervalo de 20” a 45? el valor de una división menor 
es de 10%, 


DISPOSICION 


4. Damos vuelta la regla al reverso 

2. Deslizamos la corredera hacia la izquierda de manera que 
el ángulo dado, tomado en la escala de tangentes, resulte 
en el recorte izquierdo de la regla, enfrente de la incisión. 
3. Damos vuelta la regla y en la parle frontal, frente a la 
unidad inicial de la escala A, leemos el resultado en la 
escala Ay. Delante del número leído hay que poner ol cero 
entero y la coma. 


Ejemplos, 1) tg17” =0,306; 2) tg 42%30' = 0,916; 
3) tg 8%0' = 0,152. 


$ 205, Determinación de un ángulo 
por el valor dado de la tangente, 
si el orden de la tangente es igual a cero 


DISPOSICION 


1. Deslizamos la corredera hacía. la izquierda de inanera 
que el valor de la tangente, tomado en la escala Ay, resulte 
enfrente de la uvidad inicial de la. escala A. 

2. Damos vuelta la regla al reverso y en la escala 7, frente 
a la marca del recorte de izquierda leemos el ángulo. 
Ejemplos. 1)igz Š. z = 1940"; 2) tg a = 085, 
a = 40°20'; 3) tgy = 0.152, y = 840". 





$ 206, Determinación de la tangente del ángulo « si 
45 а < 48°17' 


DISPOSICION 


1. Damos vuelta la regla y deslizamos la corredera hacia 
la izquierda de manera que enfrente de la marca del recorte, 
de izquierda, en la escala T se encuentre el ángulo suple- 
mentario al dado 

2. Damos vuelta la regla hacia el lado frontal y en la escala 
fundamental de la regla 4, enfrente de la unidad final 
de la escala de la corredera 4, leemos el valor de la tangente, 
recordando que la primera cifra significa las unidades ente- 
ras. 


land 4) tg 4830 = 1,413; 2) 1g 6540 = 2,16; 


J tg (2 88) 





Si hay que resolver el problema inverso, es 
decir, dado el valor de la tangente hallar el correspondiente 
ángulo, las operaciones se realizan en el orden inverso, 





Ejemplo. Dada la ша = 2,54, hallar æ. 

1. Disponemos con el visor 2—5—4 en la escala A y leva- 
mos bajo el trazo visor la unidad final (10) de la escala Ay 
de la corredera. 

2. Damos vuelta la regla y en el recorte izquierdo, enfrente 
de la marca leemos el ángulo de 24%30'. Por lo tanto, 


® = 00° — 2{°30' = 68°30'. 


едт "и 


$ 207. Determinación del seno 
y de la tangente de ángulos pequeños (44' < a < 544") 


Si el ángulo a es pequeño y no supera 5%44", su seno y tan- 
gente se diferencian muy poco entre sí, y sus tres primeras 
cifras decimales coinciden; prácticamente se pueden consi- 
derar iguales entre sí. Por eso, en el reverso de la corredera, 
en la parte media, se encuentra la escala común para el 
seno y la tangente de ángulos pequeños, o sea, la escala 
ST 


El valor de cada división menor de esta escala está dado 
en la siguiente tabla: 


“Valor de la división 
menor 


Intervalo 
de 44' а 3° r 
бо 3° а 5° Y 
de 5% 4 5044" 5 


Al utilizar esta escala, al igual que la escala de senos, hay 
que recordar que el orden del seno o de la Langente es igual 
al. 

Ejemplos. 1) sen 240" = 0,0465; 2) tg 3°20' = 0,0582. 
Inversamente, si dado el valor del seno o de la tangente, 
desorden — 1, hay que hallar el correspondiente ángulo, 
deslizamos la corredera hacia la derecha y ponemos con el 
trazo visor el valor del seno о de la tangente en la escala Ay 
enfrente de la unidad final de la escala 4; damos vuelta 
la regla y en el reverso, en el recorte derecho, frente a la 
merca hallamos la magnitud del ángulo en la escala media 
para los senos y las tangentes. 


Ejemplos. 1) senz = 0,0435, z = 2°30; 2) tgy = 
= 0,0740, y = 445". 
Observación. Si mediante la regla de cálculo hay que hallar 


el coseno o la cotangente de un ángulo, buscaremos respecti- 
халепу е] ѕепо о la tangente del ángulo suplementario. 


A Ejercicios 


Calcular medianto la regla de cálculo 

4. 1) 450-48; 2) 21,4-2,38; 3) 72,5-0,306; 4) 358-472; 5) 4,46-0,0298; 
6) 54,5-1,62; 7) 0,202.3,03; 8) 8,05-423; 9) 419-0,0358; 10) 0,0177 x 
xx 0,00785, 11) 2,57-0,00305. 
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2. 1) 485: 655; 2) 62,5: 1,25; 3) 42,5: 3,06; 4) 0,305 : 0,00675; 
5) 28: 0,188; 6) 0,107: 0,00315; 7) 4,07 : 0,00805; 8) 52 300: 19,8: 
10) 7 0,0402: 3,25, d4) "0,0548: 0,0743; 


5, 
чыт, 2) 73,5:0,124-4,3; 3) 14,5:0,00191.7,78; 








з) 450.042. 4 Аш 
0,00595-08,8: 4 0,00015.23, 
0,00427-6,45, | 54,2:0,42, 
) a O рй: 
ts. 





5 16,7-0,952 
5) gomas, À 
y ааа узе 


5.1) р, 2) 635% Те 4 озше 5) ат; бу 6702; 7) 1,0 
8) 0,01932. 

6.4) VO 2 Vo, 3 Vi; 4) VTS; э) VOo; 
6) V000. 

7 1) V38; d) Y 1723; 3) V325; 4) V04; 5) Y 0,0025. 

















VE 34,5 755-608. y 1920-0,00509- VEA , 
32 0008887: 2 008% > 10770 





9. 1) 0,2750,32 
6) 0,0640,0521, 


10. 4) 24,8.50,28.0,80,47; 2) 30- (+ 


426 500. 4000,14 
da cn 150,95. а: 555° 


2) 0,4890.295, 3) 0,62-0,01; 4) 0,5700, 5) 0,21450,5085; 





y 1%, 3) 5,48-0,00,0.750,9.550,4; 


11. 4) (0, añ 2 cs 3) (0, si 

12. 4) "%/ 0,427, 2) 24,8-50,22.0,80,07; 3) #37338; 4) (25, 
0,2890,2 ‚625,34 

IES 

13, Hallar z: 1) g 














CAPITULO XV 


NUMEROS COMPLEJOS Y OPERACIONES CON ELLOS 


$ 208. Números complejos 


No todas las ecuaciones cuadráticas tienen raíces entre los 
números reales; por ejemplo, la ecuación 2? +1 = 0, 
o bien z? = —1, no tiene raíces, puesto que no existe un 
número real cuyo cuadrado sea igual a — 1. 

El problema de resolver la ecuación cuadrática de tipo z? + 
+ò! =0 (b0) ha servido como uno de los motivos 
para la introducción do los nuevos números llamados imagi- 
narios. 

Introduciremos el nuevo número i, la unidad imaginaria, 
que posee la propiedad de que su cuadrado sea igual a — 4: 
è= i. 

Vamos a admitir sin demostración que se pueden introducir 
los nuevos números, llamados números complejos, de manera 
que uniéndolos con los ya conocidos números reales, obten- 
diremos un conjunto de números con los que se pueden reali- 
zar las operaciones aritméticas según las reglas ordinaria 
y, además, entre los nuevos números se tendrá el número i, 
que posee la propiedad de ser 

B=. 

Ф DEFINICION.. Los números a + bi, donde a y b son dos nú- 
meros reales, se llaman complejos. El número a se llama parte 
real; bi, parte imaginaria del número complejo, Por ejemplo: 
34203; 6=2); L-1V2 (=: =-V2). 

Dos números complejos a + bi y ay + bj i se consideran 
iguales cuando y sólo cuando son iguales, por separado, 
sus partes reales e imaginarias, O Sea, Si 

a+ bi = a + bii, tendremos que a = a, b= bi. 

Si a = 0, b+ 0, el número complejo a + bi-se convierto 
en un número imaginario puro bi; b se llama coeficiente 
de la unidad imaginaria. 
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Fig. 130. 





Si b == 0, el número complejo a + bi deviene un número 
real igual a a. 
El conjunto de números complejos contiene, como parte 
(subconjunto), tanto todos los números reales como todos 
los números imaginarios puros; en otras palabras, los núme- 
ros reales, así como los números imaginarios son casos 
particulares de números complejos. 
Por ejemplo: 

¿=5104  (d=3b=0); 
3i =0+(—3)i (a= 0; b= —3) 
Observación 1. La raíz cuadrada de un número negativo 
se puede expresar mediante la unidad imaginaria i. Por 
ejemplo: 
V=2=V HD =2; V=5=V8:V-1=1V3. 
Observación 2. La introducción de los números complejos 
Race posible la resolución de ecuaciones cuadráticas con 
discriminante negativo; por ejemplo, la ecuación a? — 6z + 
+ 13 =0 tiene dos raíces complejas: 21,2 = 3 £ 21. 














$ 209. Representación geométrica de los números complejos 


El número complejo z =a + bi se admite representarlo 
por un punto M en el plano; la abscisa de este punto es 
igual a la parte real a, la ordenada es igual a b, es decir, 
al coeficiente de la unidad imaginaria (fig. 130). A todo 
número complejo corresponde un punto determinado del 
plano, y, viceversa, a cada punto del plano corresponde 
un número complejo determinado. De este modo, se establece 
una correspondencia biunívoca entre los puntos del plano 
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de coordenadas 20y y el conjunto de números complejos, 
A los puntos del eje Oz corresponden números reales 
(b = 0); a los puntos del eje de ordenadas Oy corresponden 
los números imaginarios. Así, por ejemplo, el número 
complejo 3 + 4i se representa por el punto A (fig. 131), 
el número complejo —3 + 24 se representa por el punto B, 
el número 3i se representa por el punto С y el número — 24 
se representa por el punto Р. 


0 permición. Los dos números complejos z = a + bi y 3 = 
a — bi se llaman conjugados; se diferencian sólo por el 

signo ante la parte imaginaria. 

Un par de números complejos conjugados se representa por 

los puntos М у Mi, simétricos respecto del eje de abscisas. 

En la fig. 131 los puntos M y M, representan los números 

complejos conjugados 2 + 3 y 2— 3i 

Al número complejo a + bi se le puede dar también otra 

interpretación geométrica. 

Unimos el origen de coordenadas O con el punto M (a; 5) 


(sig. 130). En tal caso, el vector OM se puede admitir como 
figura geométrica del número complejo z = a + bi; además, 


la parte real a es la proyección del vector OM sobre el eje 
Oz, el coeficiente b antepuesto a la unidad imaginaria es 
la proyección del vector sobre el eje Oy: 


а = ртоу,ОМ; b= proy ,OM. 

Ambos métodos de representación geométrica de los núme- 
ros complejos son equivalentes, puesto que a todo punto M 
del plano zOy corresponde un vector determinado OM, 


y, viceversa, a todo vector OÍ, cuyo origen coincide con 
el origen de coordenadas, corresponde un punto determina- 
do M, extremo del vector. 








O nerinicion. Se llama módulo del número complejo 
2 =a + bi el número real r= +. 
Geométricamente el módulo o valor absoluto es la longitud 








del radio vector OM. El número r è$ positivo y se anula sólo 
cuando a == Ô, b 

El módulo de un número complejo se designa con dos líneas 
verticalós a cada lado del número, por ejemplo: 


1344 ]=Y38 44 
l-2- i1=VFFT = V5 
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Fig. 132. 








En el caso particular cuando 5 =0, tendremos 
[а +041 = Иа 0 = |а |, 


es decir, el módulo de un número real es el valor absoluto 
de ese número. Por eso, el módulo de un número complejo 
se llama también valor absoluto de ese número, 

“Todos los números complejos de módulo igual a la unidad 
se representan por los puntos de una circunferencia unitaria 
con centro en el origen de coordenadas; por ejemplo, los 
números 


ыу, 103, ово 


аг 
se representan por los puntos Ms, Mz y Ma (tg. 132). 


§ 210. Adición de números complejos 


O perivicion. бе llama suma de dos números complejos 
2, =a, у ъ = аз 4 bi el número complejo z = 
= a + bi, cuyas partes real e imaginaria son iguales res- 
pectivamente a la suma de las partes reales e imaginarias 
de los números sumandos 2, y 27, es decit, 2 = 34 + 22 = 
= (a, + a) + (bi + be) i. 


Ejemplos. 

1) 2 +3) + 3—9 = 2 +3) HB 1i I5 H 2i 
2) (4 — 5i) + (2 + 5i) = 8; 

3) (2m + ni) + (m — 2ni) = 3m — ni. 

De los ejemplos expuestos se aprecia que la adición de núme- 
ros complejos se realiza por las reglas ordinarias de adición 
de polinomios. 

De la interpretación geométrica de los números complejos 
como vectores se deduce que la adición de los números 
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Fig. 139. 





complejos se reduce a la adición de veotores según la regla 
dada en el $88. En la fig. 133 se muestra la adición de los 
números complejos zı = 3 + 2è y ze = 2 + 4i. 





$ 211. Sustracción de números complejos 





тох, Por sustracción de un número complejo 
2, = a, + bi de otro número complejo z3 = ag + bzi se 
sobreentiondo la determinación de un número z =a + di 
que sumado al sustraendo 22 nos da el minuendo Zr. 

En consecuencia, E 








4—2%=2, 
si z + z: = z, o bien 

(a, + bi) — (az + bai) = a + bi 

a condición de que 

a+ bi + a + bi = a + bi. 

Sumando obtendremos: 

(e + a) + (b + bi) i = a + bii. 

Utilizando la condición de igualdad de dos números comple- 
jos, obtendremos: 


a + az = a, de donde a = a; — as, 
b + ba = by, de donde b = b; — ba. 


En la sustracción de dos números complejos se restan separa- 
damente sus partes reales e imaginarias. 
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Fig. 134. 





Ejemplo. 
3 — 2i — (1 +3) = (3 — 1) + (—2 —3)i = 2 — 5i 


Geométricamente la sustracción de números complejos 
significa la resta de sus correspondientes vectores. En la 
fig. 134 so muestra la sustracción de z, = 5 + 31 del núme- 
ro za =-—2 + ¿ 


$ 242. Producto de números complejos 


Dos números complejos a -+ bi y a, + bi se multiplican 
según la regla ordinaria del producto de polinomios; en el 
resultado ¿2 se sustituye por —1 y se separa la parte real 
de la imaginaria: 


(a-+ di) (a, 41-й) = aa; + abi + abii + bbi? = 
аа, + (аф abi) i. 

y 

paris real рае гартаа 

Tengamos en cuenta que el producto de dos numeros complejos 
también es un número complejo. 


Esta regla de la multiplicación se extiende también a un 
múmero mayor de factores complejos 


Ejemplos. 1) Lon eg 
- 61—154) = +i 
эб дата я ы 
El producto de números complejos puede resultar un número 
real. En particular, esto ocurrirá al multiplicar dos números 
complejos conjugados: 

(a + bi) (a — bi) = a? + abi — abi — b'i? = a? +b = 





6 — 9i + 10i — 





donde r es el módulo de cada uno de los factores, 
зт 


Así pues, el producto de dos números complejos conjugados es 
un número real, igual al cuadrado de su módulo común. 
Veamos un nuevo ejemplo, que demuestra que debido a las 
operaciones con los números complejos pueden obtenerse 
interesantes correlaciones en el campo de los números reales. 
Tenemos dos productos: 


(a + bi) (c + di) = ac — bd + (bc + ad) ì 

Y 

(a — bi) (e — di) = ac — bd — (be + ad) i. 

Multiplicando miembro a miembro estas igualdades, obten- 
dremos: 

(aè + 0) (è + e) = (00 — be)? + (be + ad), 

La última igualdad contiene exclusivamente números reales 
y expresa la siguiente correlación de la teoría de los números: 
al multiplicar dos números, cada uno de los cuales es la 


Suma de dos cuadrados, se obtiene un producto que es 
también la suma de dos cuadrados 


Ejemplos. 1) (144 (0425) =5:34 = 10 = 
1 4. 133; 


2) (25 + 4) (1 +9) = 2940 = 200 = 1° 4- 178, 


$ 213. División de números complejos 


Se llama cociente de la división de dos números complejos 
a + bl y as + bii el número complejo x + yi que multi 
plicado por el divisor nos da el dividendo. 

De este modo, si los coeficientes a, y b; son simultáneamente 


distintos de cero, suponiendo que ŻEE = z + yi 
atoi 

tendremos: 

a + bi = (a, + bi) (e + yù), 

o bien 

а Неа Бу A 


De la condición de igualdad de dos números complejos se 
deduce que 


ре — by = 
biz + ay = b, 
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Resolviendo este sistema, hallamos que: 
аан у. аб, 

тата Р 
Por lo tanto, 
cth amd, aba 


Ga ARS 


Este resultado se puede obtener más simplemente multi- 
plicando el dividendo y el divisor por un número conju- 
gado al divisor: 














аы (а+Ы) (1—60) аа (ар-ар) г 
Fai S ate ed) H бог 
ацы у б-а 
ару е 
En adelante nos guiaremos con esta regla de la división. 
Ejemplos. 
DN 1л 1 ЖЕ — „= ЖН 
api S RF PFI LOSE 
2) 3—41 _ (3—40) (4—30) 92-02-1690 _ — 25 эе 
ГЕЛ 3) 0—3) 165 25 > 


$ 214. Potencia de la unidad imaginaria 


Utilizando la igualdad 12 = —1, se puede determinar 
fácilmente una potencia entera positiva cualquiera de la 
unidad imaginaria. Así, tendremos: 


P=Pi=—ld=-— 






б = на 





= 


Esto demuestra que los valores de la potencia i", donde n 
es un número entero positivo, se repiten periódi 
al aumentar el exponente en 4, Por eso, para elevar el 
número ¿ a una potencia entera positiva, hay que dividir 
el exponente por 4 y elevar i a la potencia cuyo Índice es 
igual al resto de la división. 





Ejemplos 
Pa 


ph pe 






En general 
má 
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$ 245. Potenciación de un número complejo 


La elevación de un número complejo a una potencia entera 
positiva se realiza por la regla de potenciación de un bino- 
mio, puesto que es un caso particular del producto de facto- 
res complejos iguales. 


Ejemplos, (a + bi)? = a? + 2abi + bui? = (a? — 02) 
+ 2abi; (a + bi)? = аз + Зазы = Зара + bi = (a — 
3ab%)-+ (3a% — b3) i. 





$ 246. Extracción de la raíz cuadrada 
de un número complejo 


Supongamos que se quiera extraer la raíz cuadrada del 
número a + bi. Quiere decir que debemos hallar un número 
complejo £ + yi tal que su cuadrado sea igual a a + bl. 
Tendremos que: 

Va Fbi =z + yi, 

donde z e y son números reales. En tal caso, 

a + bi = (z + yi} = 2? 
Utilizando la condición de igualdad de dos números com- 
plejos, obtendremos: 


— y + 2ayl. 





21 — 0 = а, 22у = 0. 

Resolvemos este sistema con respecto a las incógnitas z è y. 

De la segunda ecuación hallamos que y = 2. En tal caso, 
e 


2 а 
n—77=0, 


de donde 
424 — 02 — да? = 0, 
o bien 

424 — дат — 2 


por lo tanto, 








poa VIT. a аж ута 
4 A 2 s 


Puesto que VaT F 6"> a, ante el radical hay que tomar 
el signo más рага que z? sea un número positivo 0 сего; 
por lo tanto, 


a VER. o 
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Sustituimos este valor de «* en la ecuación 7° — y? = a 
y obtendremos 








(2) 


Los valores de z e y los hallamos de las igualdades (1) y 





(3) 
y —_——©= 

Va? -ih 
у= + PEE . (4) 
La ecuación 2xy = h demuestra que el producto zy tiene 
el mismo signo que el número b. Por lo tanto. si b >Q, 
x e y tienen signos iguales; si b < 0, x e y tienen diferentes 
signos. Por eso, рага b>( tendremos: 
уаты (И Va = хуа). 
para b<0, tendremos: 

——— TI = ape 

угри (И EE ay YE 


En la práctica estas fórmulas no se utilizan, sino se realiza 
el paso dado de los cálculos de ze yen cada caso separado. 








Ejemplo 1. 
ViPl=2+yi; 


14+2i= 





Finalmente 


va (V И у 75). 


Ejemplo 2. 
Vi=2+yi, 
i=2—y 4 2riy; 





Verificación. 
1 ao t 
[e +0] +24 


En el $ 222 se demostrará un método más conveniente de 
radicación de un número complejo 


(+21) = 





$ 247. Forma trigonométrica de un número complejo 


Como ya se expresó en el $ 209, el número complejo a + bi; 
distinto de cero, se representa por el radio vector OM 
además la longitud de este vector es el módulo del número 
complejo (fig. 135): 

r=VdFA, 

El ángulo q entre el sentido positivo del eje Oz y el vector 
Е 

OM se llama argumento del número complejo a + bi. Este 


ángulo se cuenta desde el eje Oz al vector OM, lo que está 
indicado en el dibujo por una flecha. Si el número complejo 


es igual a cero, el vector OM se convierte en un punto 
(vector nulo) y no hay necesidad de hablar de su sentido, 
Por eso, se considera que el nulo no tiene argumento. 

Es evidente que cada número complejo, distinto de cero, 
tiene un conjunto infinito de valores del argumento; estos 
valores sé diferencian entre sí en un número entero de 
vueltas completas, es decir, en la magnitud 2nk, donde k 
es un número entero cualquiera; por ejemplo, los argumentos 


del número complejo 2 + 24 son los ángulos de tipo F + 


+2nk (k=0, +1, 22, +3,...). 
El valor del argumento, tomado en los límites de la primera 
circunferencia, es decir, де 0 а 2л зе Пата principal. 


382 


Pg. 135. 








Así, por ejemplo, para el número complejo 2 + 2i'el valor 
principal del argumento es igual a F, para el número 


—2 +24 el valor principal del argumento es igual a Pa. 
Para los números 3, —3, í, —é los valores principales son 
respectivamente 0, л, т, тл. 

Por la fig. 135 tendremos: 

a=rcos g, b= rsen р, 

de donde 

a + bi = r cos p -+ ir sen p =r (cos p + ¡sen q). 


La expresión r (cos q + ¿sen q) se llama forma trigono- 
métrica del número complejo, a diferencia de la forma 
a + bi que se lama algebraica. 

Para determinar el argumento y utilizamos las fórmulas 


совф=® у sen g=? (r= VEF. 


En función del signo de las partes real e imaginaria se toma 
el correspondiente cuadrante, en el que debe terminar el 
ángulo q. 

Ejemplo 4, Representar en forma trigonométrica el 
número —1 + ¿Y3. 


VEA VÍ 2 сове = —+ 
(os $a=—4 y cosba=-=1). 
уз 


Puesto que senp=-L, q debe tomarse igual a з. Рог 


lo tanto, 


—1+iY 








2л 





2 (соз 23 + ¿sen 


Ejemplo 2, Representar en forma trigonométrica el 
número —1— i 
Tenemos que: 


тү copo 






Por lo tanto, р E, 





De este modo, —1 


Ejemplo 3. Representar en forma trigonométrica el 
número 1. 

Tenemos quer =4, q 
+ ¿sen 0), o bien 4 





0; рог lo tanto, 1 =1 (cos 0 + 
os 2л -Ь і веш 2d, 





$ 248. Producto de números complejos dados 
en forma trigonométrica 


Multipliquemos los dos números complejos: 
Z = r, (cos qu + isen qi) 

y 

Za = га (cos qe + ¿sen qa). 


Obtendremos: 
Ela = Fira eos gcosa + rie Sen q cos qa + 
ЧЫ агу соя фа SED Ga — Fir SEN q y SEn Qu. 


En forma reducida: 

гадо = туға 1008 (фа + а) + isen (qa + o)l. 

El resultado nos muestra que el módulo del producto es 
igual al producto de los módulos de los fuctores, y el argumento 


del producto es igual a la suma de los argumentos de los 
fuetores. 









§ 219. Interpret: geométrica 
del producto de'números complejos 
En la fig. 136 el vector O3L, corresponde al número com- 


plejo 2, 
mero zy 


\ (сов фу = Esen qu). y el vector OÍfa, аі пй 
(cos (pa + ¿sen qu) 








El vector QAT corresponde al producto ziz: = rir: [cos (pi + 
+ фа) 5 r sen (f1 + a)l. 
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v 
7% 
ZA м 
» 
а 
% 2 
т 07 28 z 
Fig. 436 Pig. 197, 


———————————_. 


El vector OÍ se obtiene del уехіог 17, шїгапдо el ángulo 
Ф у variando su longitud (74) ra veces. Si r¿ > 1, se dice 
que el vector OM, se dilata, y si ra <1, se contrae. En el 
caso particular, cuando el número complejo z, se multi- 
plica por ¿, el vector OM, gira un ángulo recto (5) con- 
servando, en este caso, la longitud 7, sin variación (fig. 137). 
Ejemplo. 

2 (cos p + ¿sen q) 5 (соз 2ф 4- і зеп 24) = 10 (соз 3p + 
+ ¿sen 34). 

La regla oblenida sirve para un número cualquiera de 
factores. 


$ 220. División de números complejos dados en forma 
trigonométrica 
Hallamos el módulo y el argumento del cociente 


i ri (cos qy-L £sen qu) 


э Ta (003 2 PY sen qa) v 


Multiplicamos el numerador y el denominador del segundo 
miembro por (cos pa — ¿sen q); obtendremos $ 
зз  Zaleos p+ isen p) (cos pa —t sen ga) 

а Ta (COSE p F sen? Qa) 


cos (01 — a) + ¿sen (9991. 








Por lo tanto, el módulo del cociente es igual al cociente de 
los módulos del dividendo y divisor, y el argumento del cocien- 
de, es igual a la diferencia de los argumentos del dividendo 
y del divisor 
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Utilizando esta regla se puede demostrar que 
р 1 cos 0 + ¿send 

(cos«p-+Lsen py? = COS p FIS соз ізет 

=00s (—q) + sen (—9). 

En forma reducidas 

(cos p + ¿sen q)" = соз q — i sen 0. 





$ 221. Potenciación de un número complejo dado en forma 
trigonométrica 


Puesto que la n-ésima potencia, donde n es un número 
entero positivo, es el producto de n factores iguales, por 
la regla de la multiplicación de números complejos obtenemos 


lr (cos q + ¿sen pl” = 2" (cos no + i sen ng), 
o bien 

r” (соз ф + i sen Ф)" = г^ (cos np + i sen ng). 

Después de la reducción, tendremos que: 

(cos q + і зеп q)" = cos nọ + i sen nọ. a 


Esta fórmula se llama fórmula de Moivre, En particular, 
nos permite obtener el coseno y е1 seno de los arcos, múlti- 
plos del dado. 

Supongamos que n =2, en tal caso (cos ọ + isen q)? = 
= cos 2p + ¿sen 20, 

o bien, 


соз? ф — зоп? p + 2i sen q cos q = cos 2p + ¿sen 2q, de 
donde 

cos 2p = cos? p — зеп? ф у зеп 20 = 2 sen ф cos p. 
Cuando r =3, tendremos que: 

(соз р + isen q)? = cos 3p + ¿sen 3p, 

o bien 

соз? ф — 3 соз ф зеп? p + 1(3 cos? psenp — sento) = 
= соз 3ф + і зеп ЗФ, 

de donde 

соз Зр = cos? ф — 3 соз q sen? q, 
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o bien 

соз Зр = 4 cos? p — 3 cos q 

віп Зер = З cos*p sen ф — sen? q, 

o también 

sen 3p = 3'sen p — 4 sen? q, 

Si ambos miembros de la última igualdad del párrafo ante- 
rior los elovamos a la potencia z, obtenemos: 

[(cos ф + ¿sen q)!" = [eos (—ф) + ¿sen (—g)I"”, 

o bien 

(cos p + ¿sen p)"" = cos (=ne) + ¿sen (—ng). 


La, última igualdad muestra que la fórmula (1) se cumplo 
tembién para los exponentes enteros negativos. 


$ 222. Radicación de números complejos dados en forma 
trigonométrica 
Supongamos que se quiere extraer la raíz n-ésima del número 
complejo Z = r (cos y + ¿sen 9). 
Esto significa que se debe hallar un número complejo z = 
= p (cos 8 + 1 соз 0), que elevado a la n-ósima potencia 
nos dé el número Z, es decir, , 
[р (cos 8 + 1 зеп б)]* == г (соз ф + isen ¢), 
o bien 
р" (сов п + ¿sen 18) = r (cos q + ¿sen Ф). 
Basándonos en la condición de igualdad de dos números 
complejos deducimos que sus módulos deben ser iguales, 
y los argumentos se pueden diferenciar en un número múl- 
tiplo de 27, es decir, r = p°; n0 = p + 2ak, donde k es 
un número entero, de donde obtenemos: 


о-у 6-24. 


De, este modo, el resultado de la radicación se presenta do 
la “siguiente forma: 


= тоор Тат) = ф/? (сов LERE y sn 2425) 
(1 





donde 3/7 es el valor aritmético de la raíz. 
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Si en la fórmula (1) damos al número £ los valores 0, í, 
...,n—1, obtendremos los siguientes m valores dela 


Taiz: 
si k=0, 20= Y 7 (cos L +1 sen L) ; 

si =1, 2 =3/7[0os (L4 22) +050n (2423): 
sik=2, ъ= [со (245) 4-3 sen (244 Ь 





Los argumentos de estos valores do la гайт, es decir, los 
ángulos 

т. Ф 2л 
winta 


van en orden creciente; se comprueba fácilmente que cade 
uno de ellos es menor que un ángulo completo, o bien 27. 
Para ello es suficiente demostrar que el mayor de ellos 





24 20—08 <?л. 


En realidad, el valor principal del argumento de un número 
complejo es menor que un ángulo completo: 0 < Фф < л, 
y por eso, 


(—л)л 200 





2423124 





+ 7 ^<2л. 


De la trigoriometría se sabe que en los límites de una circun- 
ferencia dos ángulos distintos no pueden tener 'simultá- 
neamente valores iguales del seno y valores idénticos del 
coseno; por lo tanto, todos, los n valores de la raiz serán dis- 
tintos. 

Соп el aumento ulterior del número k (k =n, n +4, 
n +2, ...), ya no se obtienen nuevos valores de la raíz; 
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por ejemplo, para Ё = п tendremos: 
ny. 2лп 2пл. 
= PF (cos -EEEE 4 i sop PE) а 


=#т [соз (-#-+-2л) +5son (2420) ]= 
= 7/7 (cos -4i son 2) = zo. 


Se ha obtenido el mismo valor que para k =0. Si k=n+1, 
obtenemos z, para k=n-4-2, obtenemos zs, etc: 


Ejemplo 4. VT. Representemos i en forma trigonomé- 
trica: 


¿=00s 9-4. іѕеп (r es igual a 4); 


z S 
Vi=Y/ cos Et ison E = 


Ж F+ 
= [cos —— +4 sen 3). 


Para k=0, obtendremos: 





7 a E j 
Үт соз 2-і веп 7 тті 


Para k=1, obtendremos: 
у У 
in 


VT = оов З + i sen ŽE o У —La+n. 


Este ejemplo se resolvió de otro modo en el $ 216. 
Ejemplo 2. ==,/—1. Tenemos que: 

—1 = созл і зепл. 

Luego 

ты 


para k=0, obtendremos: 








RAZA 
+ ion A 


= }/ tos nF isen n = cos 

E mm 
A 
para k=14, obtendremos: 


z= cos Sip isen SE Ya +) 





35) 


para k=2, obtendremos: 


а= сов 55 зоп 4 
para k=3, obtendremos: 
z= cos TE hisen TE Bao. 


Ejemplo 3. Hallar cuatro valores de 2=,/T. 
= (cos O 4-і зеп 0) = 

#1 = У (с0з0 0 

=W (cos LERE 4 isen LEANE 

= cos Ал isen ŽE = ah, 


Si k=0; 1; 2; 3, obtendremos: 
2,=0c080+isen0=1; 

















„К и.к. Ж 
Za = COS т +ізеп 5- 
дъ = созл і вевл = —1; 


эл 3л __, 
т >= соз Эт | {зеп Ty = i. 


Vamos a dar una interpretación geométrica a los resultados 
obtenidos. Construimos los puntos correspondientes a los 
cuatro valores hallados. 

Estos serán los puntos Ay, Az, Az, A4, que representan los 
vértices del cuadrado inscripto en la circunferencia dada 
(fig. 138). 

De un modo semejante, extrayendo la raíz cúbica de 1, 
hallamos tres números complejos: 


cosO+tson0, cos HE4isen 2h y cost ¿son 5%, 


Si construimos sus puntos correspondientes, éstos estarán 
sobre una circunferencia de radio unitario y serán los vérti- 
ces de un triángulo equilátero inscripto (fig. 139). 

Geométricamente la extracción de la raíz n-ésima de 1 se 
reduce a la construcción de un polígono regular йе л vértices 
inscripto en el cfrculo de radio unitario; además, si n es 
ar, uno do los vértices se encontrará sobre el eje de 
abscisas a la derecha de 0; si n-es par, se tendrán dos vértices 
sobre el eje de abscisas, 
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223. Forma exponencial de un número complejo 


En las diferentes partes de la moderna matemática, así 
como en sus aplicaciones (electrotecnia, radiotécnica, hi- 
dráulica, etc.) se utiliza la forma exponencial del número 
complejo, basada en la fórmula de Euler, que relaciona 
las funciones trigonométricas del argumento real con la 
función exponencial del argumento imaginario. 
Exponemos la primera fórmula de Euler sin deducción: 


ей = созар + i sen p, 0) 


donde el número e, tomado como base de los logaritmos 
naturales (véase los $$ 175 y 240), es irracional (e = 2,718; 
este número es tan importante en la matemática como el 
número л). 

Si en la fórmula 2 =r(cos q + ¿sen q) sustituimos la 
expresión cos -+ isen por e, obtendremos z = reti, 
Precisamente ésta es la forma exponencial del número 
complej> z. 

En esta notación r es el módulo' del número complejo, ф ез 
el argumento del número complejo z. 

Sustituyendo en la fórmula de Euler (1) y por (—p), obten- 
dremos la segunda fórmula de Euler 


e7oi = cos (—) + ¿sen (—9), 
o bien 
еч = cos p — isen q. @ 


Ejemplo 4. Representar en forma exponencial el 
número complejo 2 =3 + 4. 


зи 


El módulo "= У 347 = 5. Hallamos el argumento 0. 

Puesto que tgẹ=$, tendremos que y =arc tg y 2 0,93, 

344150008, 

Ejemplo 2. 2-V3—i. 

Hallamos el módulo: [3] =V3+1=2. El argumento y 

(valor. principal) lo hallamos de la correlación tg p= 
i 

=- 


Por lo tanto, y=—E; 13— 





z 
2 
Ejemplo 3. і= 0877 Lion e? 


Ejemplo 4. —1 = cosa + isen a = ез 


Ejemplo 5. Calcular e** 

Tenemos que e?*' = e.e" = e (cos 1 + isen 1) = 

= e? (0,540 + ¿-0,842) = 7,39 (0,540 + ¿-0,842) ~ 3,99 + 
+ 6,221. 

De la fórmula de Euler 





er = cos ọ + i sen ẹ. 4 
¿TP = cos p— ¿sen p e) 
se pueden obtener importantes resultados. 


Sumando miembro a miembro las igualdades (1) y (2), 
obtenemos 


е9 4 ети = 2 cos q, de donde 


ист 
сонр Tt. B 


Restando miembro a miembro de la igualdad (1) la (2), 
tendremos 
evi — e! = 2 isen p, de donde 





= @ 
Las igualdades (3) y (4) se lMaman también fórmulas de 
Euler; ellas exptesan las funciones trigonométricas del 
argumonto real q por las funciones exponenciales del argu- 
mento imaginario. Las fórmulas (3) y (4) se cumplen también 
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cuando q se sustituye por un número complejo z cualquiera; 
esta sustitución nos da: 











cos z= EREE, 6 
senz LA ў (6) 


las igualdades (5) y (8) se toman como definición del seno 
y del coseno de argumento complejo, 


Ejemplo, Calcular cos i. 
Poniendo en la igualdad (5) 3 


he 


i, obtendremos: 








cosi 


Resultó que cos í es un número real, mayor que 1, lo que 
no nos debe extrañar. 
Calculemos sen i: 


p eie _ (е1 
sen ¿== ы 





En consecuencia, sen ¿es un número imaginario. 
Domostremos que las funciones trigonométricas de argu- 
mento complejo también son periódicas, de período 7 = 2л. 
En efecto, 

(CHAN y p-m 
оз (а + 2л) = e = 


3,20] A ірон 





2 2 
puesto que por las fórmulas de Euler 


etm = cos 2n + ¿sen2n =1, 
emi = cos 2n — i sen 27 = 1. 








=0082, 


La periodicidad de la función exponencial de argumento 
complejo se revela fácilmente; su período es 7 = 2, 
En efecto, . 





ена = едн шоу ше, 


Se observa que todas las fórmulas de la trigonometría 
ordinaria son válidas en el campo complejo. Por ejemplo, 


ços? z + sen? z = 1, 
39 


Esto se verifica fácilmente 


T4 


pal dp ent ені 2 еан 





Exactamente del mismo modo se puede verificar que sen 
2z = 2 sen z:cos 2, cos (2, + 20) = COS 2, COS 27 — зепщ Х 
X sen 2o, y una serie do otras fórmulas conocidas para las 
funciones trigonométricas de argumento real. 


$ 224, Distintos problemas de números complejos 


Ejemplo 1. Hallar dos números reales z e y que satis- 
fagan la igualdad 


2 р 3 

Uy 228 + 

Dicha igualdad la escribimos en la forma 
2 3 

24 (24y)1= (y) +3. 


Basándonos en la condición de igualdad de dos números 
complejos, tendremos el sistema 


3 
с A, 
2 
vea 


de donde hallamos: 
:=1,y=1. 
Ejomplo 2. Hallar el número complejo 2, igual al 
cuadrado del número complejo conjugado a él, es decir, 
rar. 4 
Supongamos que z =q + yi, en tal caso T=zr— yi. La 
igualdad (1) toma la forma 
z 4 yi = (2 — yi), 
z+ yi = 2è — y? — 2a}, 

зи 


de donde 





donde nuevamente hemos utilizado las condiciones de 
igualdad de dos números complejos, 
Si el sistema toma la forma 


d—y=z, 
[уко 
su resolución se reduce a la resolución de los siguientes 
dos sistemas más elementales: 
typar, (Paz. 
| | 1+22=0. 
Resolviendo cada uno de ellos, obtendremos: 
1 
2n=0 (at, [97 fue 
[ск [ы УЗ. 


E 


y=0 








De este modo, los cuatro valores satisfacen la condición 
establecida: 





а=0+04 
2 =1 +04 

а=, 
а= 1-0, 


Ejemplo 3. Interpretar geométricamente el producto 
{2 + 2i) i. Al número complejo z, = 2 -+ 2i corresponde el 
vector r, = {2, 2}; además, el vector r, forma con el eje Oz 
el ángulo 


={(ше=+т-1). 
El número complejo £ se representa por el vector unitario 
74 == (0, 1), dirigido bajo el ángulo -© al eje Oz. De acuerdo 
a la explicación dada en ol $ 219, el producto de (24 2) 
por i significa el giro del vector », el ángulo $ en sen- 
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tido contrario al movimiento de las agujas del reloj, con- 
servándose la longitud del vector. 
Por lo tanto, al producto dado corresponde el vector fa 





л 
que forma con el eje un ángulo igual a 7 +3 
La longitud del vector ra es del a la longitud de vec- 
tor rn es decir, [r]=Y PFP =2V2. 


Verificación: (24-2i)i= —2+2i=2 VZ (cos $f -Hi senz) 





Ejemplo 4. ¿Cuál es el sentido geométrico de la desi- 
gualdad |z |< 1? 

El módulo del número complejo z, es decir, | |, significa 
la distancia del origen de coordenadas al punto 2; ya que 
esta distancia es menor que 1, describimos del origen de 
coordenadas una circunferencia de radio ғ = 1. 

Todos los puntos interiores del círculo representan los 
números complejos z, para 1оз спаїез |2 | < 1. Pára los 
puntos de Ja circunferencia, tendremos que |z |= 4. Los 
puntos externos son números complejos que satisfacen la 
desigualdad |z | > 1. 


Ejemplo 5. ¿Cómo están dispuestos los puntos comple- 
jos que satisfacen la desigualdad |z — 2 |< 3? 

Fl módulo de ła diferencia de los números z y 2, o sea, 
12 — 2], denota la distancia del punto z, =2'al punto 2, 
que debe ser menor que 3. Por eso, desde el punto 2 trazamos 
una circunferencia de radio igual a 3 unidades; los puntos 
complejos interiores de esta circunferencia son soluciones 
de la desigualdad |z — 2 |< 3. 


A Ejercicios 
1. Escribir en forma reducida las siguiente, expresiones: 
ЕИ 42i e) at bi 

aa Ло o) at + bi — al; f) at — ai. 
Calcular: 


2. a} (34 50+ (249: b) (1—5) + (7450. е) (24 50) + 
+ (2 + 30- 


EA a ina + (1 — 4i); b) (6 4 30 + (6 -H 30); €) (5 + 39.4 
4 a) (7 + 2i) + (T + 2i b) (m + m) + (z + yi); e) i -+ (a+ bi 
ААУ 50—04 0, В (0—50 (7 450, 0) (2+ 2) 
6. а) е 
— (630. 
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Шу Ы —6 H 3e (R i ду; с) (5+ 30— 


Ta 03-905 ы (2. т) - (bt DE 
c) (a+ bt)—i, 

В.а) 502 30: 6) —3(1 1 0, 0) 664 5) 
9. а) 28—10); 0) 101—0: 0) 0,50 (1 + 20. 

40. a) (3 = 2i) (4 — 1); b) (1 — 1) (2 + 0); 0) (0,2 — 0,81) (0,540,869. 
И.а) (84: VI Gi VI] Ы (а Hmi) (2a— mi); с)(т—4 Уух 
х(-:-2 00. 


12. a) (34 5i) (4— i); b) (64 141) (74-31), 0) (+3 (5- 

83. а) СИЗ УУЗ: У; RAR a 
—¿Vbla+2 Vb. 

14 a) (ai Vb 0 Уб: 0 642 VD 6-2 VD е) (үг 
+: VD (Va—1 VD. 


Descomponer en pares de factores complejos 
48. а) 28408; Б) азор; с) 4ле 9н, 








a 
46. а) att, Ы раф; с) 1649. 


47. 2) 2544; Б) 5; 0) 65. 
Calcular los cocientes: 








18. a) a. b) E, e) Br: (460, 
iH., 12 
A 
5 4700 
20 a) үрөт: y) E. 





а-и уа @ 
^ aq > 1+3" Vi-iV3" 


2 Y, ы 160% у пн 





Vi va? O mar 
a. det 
2 PA 


y Via+i Via Viat ViTa 
Уға гуа ута гуа" 


t С, 5 
ЭР a O 


3. E 
soqa O ayy O фы 
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Elevar a potencia: 
20, 0) 606 Б) қ с) ив 8) (0105 0) (0% 0) 00. 
27. a) it; Б) иц 0) 25 d) 16%; ә) (88; 0) 1130, 
28. a) 2 У) Ы) (и-и) 9) Ы), 


за. ау (05-05039: Ы (7 уз) ; 
„(муч (єрт. 


30. а) (44-302; b) =i VIS с) (1—02. 
Extraer la raíz: 


и. а) Vai b) VIRIL 


32. a) VAF20 b) V-13F84. 
33. a) VIFS; ы УТ. 


з. в) VIF; b) VIF VIT. 

35. Construir los puntos que representan los números: 
a) 34 5i b) 4 — i c) —3 -+ 2i; d) —2 — 2i; е) 5; f) — 
h) 0,2 — 0,54 i) —5i — 5. 

36. ¿Cómo se dispone en el plano la representación de dos números 
complejas conjugados? 

Hallar el módulo y ol argumento de los números: 

37. a) 146 D) 160) AHi d) ld 

38. a) V3 + í; b) 5+ 2i; c) —2i: d) 3 — 3e. 

Representar en forma trigonométrica los números: 











8) 5i; 


39. а) 5 b) 


40. a) 34 2i; b) 3- 4. 
át. a) 3 — 46 h) 8+ 5i 

42. а) 2+ 3i; b) —12 + 56. 

43. a) —2 — Ti; b) 4 — 3i. 

Construir los sumandos y la suma de los números complejos: 
44. a) 3 + 4i y 54 3t; b) 1 — 5i y 2 + 3i c) —4 + 2i y 4+ 2i 
45. a) 54 3t y 34 5i; b) 4 — 3t y 1-H 3i c) —5 + 2i y 5+ 2i 
Formar el minuendo, el sustraendo y la diferencia de los números 
complejos: 

46. a) 34 4i y 241 b) 72 y 5-36 0) 445 y 544, 
47. a) 34 6i y 64 3; b) 64 3i y 394600) di y 3 
Calcular los productos: 

48. 2 (cos 30° + 1 зер 30%)-3 (cos 30” + ¿sen 30°). 

49. 2 (cos 30° + isen 30°)-3 (cos 45° + 1 зеп 45°). 

50. 2 (cos 60° + ¿ sen 00”)-(cos 45? -/- 4 sen 45°). 

51. (сов 30° +- 1 зеп 309) (соз 15° + i sen 15°). 

52. (cos 40° + £ sen 40°)-(cos 50° + £ sen 50%). 
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kas yt, 


Domostrar que 
53. (cos 30° + ¿ sen 30%)% = cos 60 -+ 4 зеп 00°. 
54. (соз 30? + £ sen ap = 1 ó sea cos 90° -+ isen 90°. 





55. (cos 60° -+ í sen 60°) ža cos 30° + i sen 30%. 
Calcular 

56. в) (cos 60? + í son 60°)”; b) (cos 25°- í sen 25°. 
57. a) (cos 30° + i sen 30°)$; Б) (сов 15° -- t sen 45°)6, 


зв. Vi. 59 VTi. 6. VIFi 6. ут. 
ва. УЛ. 65. Y=1 


65, Representar en forma de vectores los siguientes números: 1,5; 
M3 24 2d 2 

67. Interpretar geométricamento cada una de las siguientes opera- 
ciones con números complejos: 

1) @+ 30+ ж SE r D (—4 + 2i) — (2 — 3i): 

3) 21.3; 4) (1+ 2: 
5) (14 da (+ уз ; б) @— узу. 

68. Hallar los números reales z e y de las ecuaciones: 

1) 34 2zi + Bpi = Bi + z — 2y; 2) (1 — i) z + (2+ i) y = 4H 2i; 


ЕД 10 
33 фу-2=п- 2+0 


69. Hallar las raíces complojas de las siguientes ecuaciones cuadrá- 

ticas: 

n 4% — Âr + Шеф 2 24574 6=0; 3) 2—2(14 024 
+ (2 —1) =0. 

70. Cómo están distribuidos en el plano los puntos complejos z, 

para los cuales: 








63. YT. 











фе; 2 реал 3) 12; 014156 91:15 


3 2<1:{<& Т)[з+1[<3; 8) jil > 2 
presontar en forma exponencial los siguientes números com- 








Иде ы 
1) 2431 2) 1—1 3) 2 4) +6 5) —2 6) í. 

72. Transformar en la forma algebraica: 

1-54 

1 25 D i g e TT 

73. Utilizando la igualdad at= e74, a> 0 y «21 (verificar 
por logaritmación), Tepresentar on forma exponencial los siguientes 
números: 





4) 2%; 2) 3 Y, 3) 514% 4) 101-4. 
74. Calcular los valores de las funciones trigonométricas de argu- 
mento complejo: 


4) соз (2—4); 2) зер (0,50); 3) (+ а): 4) вер (30). 


75. Demostrar la validez de las igualdades 
1) cos (a, + п) = созд, сов 22 — sen £, sen й: 
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2) sen (zı + 14) = sen, cos za + соз sen ses 
3) cos 22 = cos? z — sen? z; 
4) зеп 22 == 2 зеп 2 соз 2. 
76. Demostrar que las raíces de la ecuación cuadrática az? | deL 
+e = Ô, para a, b y c reales y discriminante negativo, son un pat 
de números complejos conjugados. 
тп. ¿Cuál debe ser la dependencia entre z e y para que el producto 
dz + yi2 + 34) sea un número real? 
78. Demostrar que si z y з es un par de números complejos conjugados, 
entonces 29 у 22 son también mutuamente conjugados. 
Cómo están distribuidos en el plano z(/y los puntos complejos з. 
que satisfacen la desigualdad: 
log 12141034 (l=1+0)< 108 1 (2121457 

т т т 
80. Resolver la desigualdad: 


—2<2108 4 Ir +11 V/5| <—logs 2 
т 

















CAPITULO XVI 


ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LOS LIMITES 


$225. Ejemplos de repetición del concepto de función 

y propiedades generales de las funciones 
En el capítulo VI fueron dados los conocimientos funda- 
mentales sobre funciones. Sin llegar a repetir las defini- 
ciones y formulaciones dadas antes, veamos una serie de 
ejemplos concretos, que en conjunto abarcan todos los 
momentos importantes del estudio de las funciones dentro 
de los límites previstos por el programa. 


Ejemplo 1. Dada la funcion) (1) =20%—141, caleu- 
lar: (3) 5 34 —+ 15). Demostrar que el número 
(z) 
2=—4 es una raíz de la función / (2). 
1 TEN 3, 
12) =2 (5) = 
2 





Puesto que /(—1) = 2-(—1)} — $+ 1 = 0, tendremos 
u el número — 1 realmonte es una raiz de la función 
т). 

Ejemplo 2. La magnitud de la presión atmosférica p 

(квот?) varía según la ley p =e-%22 en función dé la 

altura k (km) sobre el nivel del mar. Hallar la presión 

a la altura »= 10 km. 

Utilizando la tabla dada al final del libro hallamos 

6702210 = 6-12 2 0,8012 2 0,3. 

De este modo, la presión atmosfórica a la altura 4 = 10 km 

es, aproximadamente, igual a 0,3 kgl/em?. 
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Ejemplo 3. Expresar la superficie de un triángulo 
rectángulo de hipotenusa constante, igual a c, como función 
del ángulo agudo œ. ¿Para qué magnitud de a: la superficie 
alcanza el valor máximo? 

Si designamos los caletos por a y b, S = 


= сзеп а, Ь = с соза, luego 


1 





рео а = 





a a 
8 = "ү sena cosa =- sen 2. 

п LA 2 ч 
Así, pues, la función buscada es $ = Fsen 2. La suporfi- 


cie será máxima si sen 2a = 1, es decir, cuando a = 45°. 
En consecuencia; si la hipotenusa es constante la superficie 
mayor corresponde al triángulo rectángulo isósceles; esta 





a Р a 
superficie mayor es igual a Z. 


Ejemplo 4. Hallar el campo de definición de cada uno 
de las siguientes funciones: 


00-72602); 





3) y= tgz- ctg z. 


1) La función 2—Ig(4—x) está definida pàra tedo z que 
satisfaga el sistema de desigualdades 


| 2—1 (4—з)>0; 


4—;>0. 
o bien 
lg (4—2) <2, 
| Lå. 


Resolviendo esto sistema hallamos—96<x<4. Ei campo 
de definición es el semisegmento [—96, 4). 


2) la función arcson 22 está definida para todo £ que 
ví 









, lo que es equivalente 
<1, o bien < 


<z—3<V2. Sumándo 3 a todos los miembros de la 


satisfaga la desigualdad | 
a la doble desigualdad —1< 
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desigualdades obtendremos 3—V2<x<3-+V 2. La región 
de definición de la función dáda es el segmento (3—Y 2, 


34+V2]. 3) La función tgx+clgz está definida para 
todos los valores del argumento, para los cuales cosz>+0 


y senz=*0; por lo tanto, жё 1; (2Е+4-1)улзёл&. Еп соп- 
secuencia, la región de definición es todo el eje numérico, 
con exclusión de los puntosz= Æ (2k +1), donde k=0, + f, 


+2, +3, y los puntos z=nk(k=0, +1, +2,...). 
Se puede decir de otro modo, que la región de definición 
está compuesta de un conjunto infinito do intervalos; 


л л 3 
slo e E elas doo 
Ejemplo 5. Demostrar que: 4) la función /(2)= 
32 es par; 2) la función p (2) = 3 





es impar. 





1) j(= а). 

La igualdad obtenida #(— x)= f (z) demuestra que la fun- 

ción es par (véase la definición de la función par). 
а 


2 (—2)= = 057-00. 











De la igualdad ф(— 2) = — (2) so deduce quo la función 
{ (ж) es impar (por definición de la función impar). 
Ejemplo 6. Demostar que: 1) la función f(2)= 
= 527 tiene el valor minimo igual a 4, para 2=0; 
2) la función ọ (z) 
el ejo numérico, 

1) Representar f(z) en la siguiente forma: 








LA es monótona creciente en todo 





па 6 ц е7 

(¡ verifíqueso 1). La expresión (е2 -—е7 2)2:20 (е1 сиайгабо 
de un número real es un número no negativo), y por eso, 
la suma entre corchetes no es menor que 2. Esta suma 


toma el valor de 2, si el primer sumando (e? —e Z)t=0, 
lo que ocurre cuando 2=0. Luego, 


1(0)=funor=+ 104 2]=1. 


w 


403 





2) Para demostrar que la función q (2)= 


tona creciente en todo el eje numérico es su 
probar que. para los dos valores cualesquiera del argumento 
1, y 2, donde 2, >z,, se cumple la desigualdad p(z))> 
> (2) (es decir, a un gran valor del argumento corres- 
ponde un gran valor de la función), lo que es equivalente 
a la desigualdad «ф (т) —q (2) >0. Vamos a demostrar la 
validez de esta desigualdad. Tenemos que: 
т. ai 






Ф (еа) Ф (а) = 


[енене]. 


La primera diferencia entre paréntesis es positiva, puesto 
que de 2¿>x, se deduce que e >e% (véase el $ 159). 





1 
ез етен e 





El segundo sumando entre corchetes, es decir, e-%—e=ss, 

también es positivo, puesto que emmm — 
7 

—-2- >0 (de dos fracciones positivas con igual nume- 


rador es mayor aquella cuyo denominador es menor). De lo 

dicho se deduce que la expresión entro corchetes, es un 

número positivo para todo z> Ty. 

De este modo, q (22) — p (2) >0, o bien q (22) > Ф (21), 

lo que se quería demostrar. 

Ejemplo 7. Demostrar que la gráfica de la función 

par es simétrica respecto del eje de ordenadas, y la gráfica 

de la función impar es simétrica respecto del origen de 
coordenadas. 

Supongamos que f (—2) = f (2), luego, a dos valores contra- 

rios cualesquiera del argumento z y —z corresponde un 

mismo valor de la funcion y, es decir, los puntos M (2; y) 

y Mi (—x; y) son simétricos respecto del eje de ordenadas, 

y dado que el conjunto de todos los puntos de este tipo 

forma la gráfica de la función, de aquí se deduce, preci- 

samente, su simetría respecto del eje Oy. 

En el caso de la función impar tendremos la igualdad 
( —f (2) o que es equivalente a ésta la igualdad 
1 (2). A todo punto M (z; y) de la gráfica I 

corresponde el punto M, (—z; —y) de la misma gráfica. 

Estos dos puntos son simétricos respecto del origen de 

coordenadas O, puesto que el segmento MM; pasa por el 

origen de. coordenadas O y aquí se divide por la mitad 

(trácese el dibujo y demuéstrese geométricamente). 
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Ejemplo 8. Dada la función y (t) = 2 sen (10st — 0,3), 
hallar: 1) el período de esta función; 2) su menor raíz posi- 
tiva. 

4) Supongamos que el período es igual a 7. En ese caso, de 
acuerdo a la definición del período (véase el $ 112) para 
todo número t debe tenerse la igualdad 


›@ + Ту=у() (1) 
o bien 2 sen [107 (t + 7) — 0,3) = 2 sen (1012 — 0,3), lo 
que es equivalente a que la diferencia se anula: 
sen [101 (£-+ 7) —0,3] —sen (10:2—0,3) ==0. 

¡e кыы ы 

x ў 

El primer miembro de la igualdad se puede transformar 
enun producto según la fórmula sen z—sen y --2sen E 2 x 
xcos 10, Luego, obtendremos: 
2 sen 5aT cos [101t — 0,3 + 5лТ} = 0. 


El segundo factor cos [10xt — 0,3 + 527] no puede ser 
idénticamente (para todos los valores de 2) igual a 
сего. 

Por lo tanto, sen 517 = 0, 517 = nk, 5T = k. Pero, dado 
que el período es el menor número que satisface la correle- 


ción (1), entonces k =1, de donde 7 = + 


2) Para hallar la raíz de la función y (f) resolvemos la 
ecuación 


2 sen (1072 — 0,3) = 0, 


de donde 1011—0,3=0; ¿=92 2% x 0,0095. 


101 л 

Como suplemento a lo dicho en el $ 48 sobre los métodos de 
planteo de las funciones, conviene agregar que además de los 
métodos tabular, analítico y gráfico, existen también otros 
procedimientos de planteo, Así, por ejemplo, la función 
se la puede dar por una regla verbal cualquiera, por la que 
a cada número z se le puede poner en correspondencia otro 
número y- 

Por ejemplo, definimos la función Æ (x) por la si- 
guiente regla: el valor de la función es igual al mayor núme- 
ro entero contenido en cl argumento z y que no lo 
supera. Basándonos en esta regla tendremos: Æ (3, 2) = 3; 
E (—1,5) = —2; Ё (5) = 5; Е (0,8) =0, eto. E (2) toma 
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(de acuerdo a la difinición) sólo valoros enteros. Á esta 
función se le ha dado la denominación especial «entero 
de z». En la literatura matemática se tropieza con otra 
notación de esta función, por ejemplo [+]. Constrúyase 
individualmente la gráfica de la función £ (2). 

Para adquirir experiencia en la resolución de ejemplos, 
semejantes a los expuestos en este párrafo, al final del 
capítulo se da una cantidad suficiente de ejercicios; el 
manejo libre de este matenial ayuda a dominar mejor los 
elementos de la teoría de los límites, que es el contenido 
fundamental de este capítulo. 


$ 226. Algunos métodos de construcción de las gráficas 
de las funciones 


AL construir lo gráfica del trinomio cuadrático y =0xt + bz +0, 
así como de la función y = A -sen (kz + a) hemos utilizado los mis 
mos métodos. Formulemos la comunidad de estos procedimientos- 
To que permito utilizarlos tambión on otros ase, e det, al consti 
las gráficas de las funciones que aún desconocemos. 

1) Si conocomos la gráfica de la función y = f (z), la gráfica de la 
función y — f (8) + € se obtieno de la gráfica de la función infcial 
desplazada |c | unidades hacia arriba en dirección al eje de ordenadas 
Oy, si e `> 0, y hacia abajo, si e < O (lig. 140). 

2) Si y = mj (z), la gráfica de esta función se puede obtener de la 
inicial alargando todas las ordenadas т veces, si m> 1 (fig. 141), 


y comprimiéndolas + veces, si 0 < m < 4 (fig. 142). Cuando m < 0, 
para |m |> 1 (respectivamente | т |< 1), al principio $e alargan 
las ordenadas | m | veces (respoctivamente se comprimen pa- Veces), 


ы жанакы la gráfica se representa de modo especular respecto 
eje Oz. 
3) y = f (z — a). Esta grálica se obtiene de la gráfica do y =f (2) 
desplazándola a | a | unidades de la escola hacia la derecha en direc- 
ción al eje Oz, sí a > 0, y hacia la izquierda si a < O (fig, 149). 

4) La grålica de la función y = f (kz), k > 0, se puedo obtener si 
todas las abscisas de le gráfica de y = f (z) se reduce k veces, mante- 
niendo las ordenadas constantes. Cuando k < 1, las abscisas do hecho 


aumentarán E voces. Puedo sorvir de ejemplo la gráfica de y= 
= sen 2z obtenida da la gráfica де у == зоп = ($ 138). 
La gráfica do la función y = | / (2) } se puede obtener do la gré- 


fica de y = / (2), si los arcos de curva, que se encuentran bajo el ejo 
de abscisas, so representan especularmente respecto dol eje Oz 


(hg. 144). 
Ejemplo. Construir Ja gráfica de la función y = 231, 


Dicha función está definida en todo el eje numérico, salvo el púnto 








z=4 Trousformemos la expresión fracolonaria 22H. para ello 
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Fig. 440 Fig. 14. 





Fig. 142. Fig. 143. 


dividimos el numerador por el denominador, Obtendremos y = 2 + 
+ Зу (чечпе) 

Ahora se puede suponer que para construir la gráfica de la función 
dada hay que tomar como base la gráfica do la función y =£, es 
decir, la hipérbola. 

Realizamos con la hipérbola y = + $ siguientes operaciones: 


1) Desplazamos una unidad de la escala en el sentido positivo del 
eje Oz; a la nuova situación de la hipérbola respecto de los ejes de 
1 





ordenadas le corresponde la ecuación y = 





= 
2) Alergamos todas sus ordenadas tres voces, cu tal caso la mueva 





ecuación toma la forma y =p + 
13) Desplazamos dos unidades de la oscala on el sentido positivo del 
eje Oy (fig. 145), lo que nos conduco a la gráfica de la función 
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El ejemplo examinado es un caso particular de la función 

ar+b 
се} 


3 н 
y=24 31 0bien y 


de tipo y= 





ас, 


ют 





z? 


Fig 144 Fig. 145, 





Esta función se llama fraccionaria lineal, puesto que es la relación 
de dos funciones lineales. En forma general se puede demostrar (de 
modo análogo como se efectuó en el ejemplo examinado antes) que 
la gráfica de la función fraccionaria lineal es una hipérbola. 


$ 227. Funciones elementales 


Como se sabe el título de este libro es «Algebra y funciones 
elementales», por lo que los lectores se preguntarán, natural- 
mente, ¿qué significa función elemental? Es que, hasta 
ahora, sobre la misma no se ha dicho ni una palabra. En 
realidad este concepto no se podía definir, mientras no se 
estudiasen las funciones fundamentales. 

Se consideran funciones elementales fundamentales: 

1) y =C, donde C es un número real 

2) la función potencial y = 1%, a es un número real; 
3) la función exponencial y = a* (a>0 y a1); 

4) la función logarítmica y = log, z (a >0 y a 1); 

5) las funciones trigonométricas: sen 2, cos £, tg х, сів 2; 
6) las funciones trigonométricas inversas: arc senz, 
аге сов т, аге {р т, аге срт. 

En este libro se ha dedicado considerable lugar al estudio. 
de las funciones antes enumeradas. Las funciones obtenidas 
de las funciones elementales fundamentales mediante las 
cuatro operaciones aritméticas y la operación de tomar la 
función de la función, se Haman elementales. En particular, 
entre ellas se encuentran: 

1) la función lineal y = ax + b; 

2) la función cuadrática y = az? + br 4 
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3) las funciones: a) V/2-2*co9z, Ъ) E y otras. 
Las funciones elementales se utilizan ampliamente en la 


ciencia y en la técnica. 


$ 228, Propiedades de las magnitudes absolutas 


En los capítulos anteriores ya hemos operado con la magni- 
tud absoluta de los números reales, Recordemos que se 
Mama magnitud absoluta de un número real a el propio 
número a; si éste no es negativo, y el número inverso (—a), 
si el número a es negativo: 


a, a>0, 
la] = 
—a, a <0. 
Por ejemplo, | —5 | = 5; |12 | = 12. 


Propiedad 4. La magnitud absoluta de una suma no 
es mayor que la suma de las magnitudes absolutas de los suman- 
des: 


ја Б 1а 1. 
Se tendrá el signo igual sólo cuando ambos sumandos son 
de signo igual, 


Ejemplos. 1) [C3 +(-9]=]-2|+|-8], 
2) 45+ (3| <45] + 1-31 12<18. Esta pro- 
piedad se extienda a un número finito cualquiera de suman- 
dos. 


Propiedad 2. La magnitud absoluta de la resta de dos 
números reales no es menor que la diferencia de las magnitudes 
absolutas de estos números; 
[а= 0 122 [21—10 1. 


Ejemplos. 1) [15—91 
2) 13 (0) [> 131 





15119) 
4>2. 








=] 
1l, 
$ 229. Límite de una sucesión 


En el $ 141 se dieron los conocimientos iniciales de las 
sucesiones. Antes de estudiar este párrafo recomendamos 
leer todo lo dicho antes sobre las sucosiones. Veamos al 
principio algunos ejemplos de determinación del límite de 
una sucesión, 
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Ejemplo 4. Supongamos que el término común de una 


sucesión es Zn = q; paran =1,2,3,45, ++ 100)... 
1000, ... 

Los primeros términos de la sucesión serán: 
12345 100 4000, 

ON A БОЛАДЫ е3, 


Notamos que con el crecimiento del número de término 
de la sucesión la magnitud del término común se aproxima 
más y más al número 1. Así, por ejemplo, el 100-ésimo 


ыы: 1 si & РА 
término fioo = A so diferencia de 1 en 2 ; el 1000-ésimo 


101 101 
término Zjon = 100 se diferencia de 4 en я. etc. Se 


puede prever que el cienmilésimo término se diferenciará 


i P 
Че 1 еп уру < 107 
En este ejemplo vemos que la diferencia entre el número 1 
y el término común de la sucesión, en magnitud absoluta, 
se hace y queda tan pequeña como se quiera en el creci- 
miento ilimitado del número de término; en tal caso se dice, 
que la sucesión tiende al límite, igual a 1. 


Ejemplo 2. =2+(-1) ($). 

Escribamos los primeros términos de la sucesión, dando n 
los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6,...! 

а=; ъ=? 
E. 
Se aprecia fácilmente que la magnitud de los términos de la 
sucesión oscila alrededor del número 2, desviándose de #1, 
a ambos lados, cada vez menos a medida que crecen los 
números de términos de la sucesión. Comprobamos que 
esta desviación se hace tan pequeña como se quiera para 
números suficientemente grandes de términos de la, suce- 
sión. Queremos, por ejemplo, conocer el término de la 
sucesión, comenzando del cual la desviación del número 2 
se hace menor que 10%, es decir, |t, — 2 |< 10% 


[2+ (62|, 
o bien 
(3) <105, 27 < 10%, 
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2=2 


za, 2, 5 
PA AS Mn Fig 146. 
ae a are 2 





Resolvamos esta desigualdad exponencial respecto de n: 
=n lg2 < —5, nlg 2> 5, 


5 5 
n> pr узир ~ 18. 


Por consiguiente, comenzando del número n = 47, todos 
los términos siguientes se diferenciarán del número 2 en 
menos de 10”, Es evidente que si fijamos una desviación 
aún menor, por ejemplo, la desviación e = 102%, razonando 
domo antes, tendremos que n > 66,4, es devir, 67-ésimo 
término ya satisface la condición establecida. 








0 oermición. El número a se lama límite de la sucesión {£n}, 
si para un número positivo cualquiera tan pequeño 
como se quiera e se puede fijar un número MV del término 
de la sucesión tal que, comenzando de él, el valor absoluto 
de la diferencia | х, — a | se hace y se conserva menor que 
el numero e con el crecimiento ulterior де л, о sea, si 


Га а |< е рата п> №. 
Si a es el límite de la sucesión (z,), se escribirá: 


lím zp = a, o hien х, ->4 para п 00. 


$ 230. Ilustración geométrica de la aproximación 
de una sucesión al límite 


Convengamos en llamar e-entorno (se lee sepsilon entorno») 
del número a al conjunto de números reales que satisfacen 
la desigualdad | 7 — a | < e, es decir, la doble desigual- 
dad 


в—&в<х<а+ е, 


donde e >0. 

Por ejemplo, si a =3, e =0,1, e-entorno del número 3 
es el intervalo (2,9; 3,1). 

Geométricamente el e-entorno del número a (o como se 
dico también, del punto a) representa el intervalo (a — e, 
a + 2) (tig. 146). 

Ahora se puede obtener fácilmente la ilustración geométrica 
del hecho de que el número a es el límite de una sucesión 
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numérica. En efecto, si los términos de la sucesión se repre- 
sentan por puntos del eje numérico, cualquier e-entorno 
del número a que tomemos, comenzando de un número 
determinado, todos los términos de la sucesión caen en 
este e-entorno y no salen de él, continuando acumularse 
alrededor del punto a, que representa el límite de la suce- 
sión numérica. 


$ 231. Límite de una función 


Estudiemos la variación de la función f (z) = 0,522 +3, 
cuando el argumento z se aproxima ilimitadamente al 
valor de z = 2, sin hacerse igual a 2 (z 2), 1о дие зе 
admite en designar por: £ —» 2 (ez tiende a 29). 

Se puede tender a 2 por distintos métodos. Por ejemplo, 
el argumento z puede tomar los valores 

4,5; 1,9; 1,99; 1,999; ... 

о los valores 

2,2; 2,01; 2,001; ... 

La tabla expuesta a continuación nos muestra que los 
valores de la función antes dada tienden al número 5. 


z Е 


4,425 


1,999 








|» 





202.0 


4,805 | 4,980. 5,002 | 5,02 | 5,42 


y 














Т 5 











Vamos a demostrar que los valores de la función se diferen- 
ciarán muy poco del número 5, solo si z es suficientemente 
próximo a 2 (22). 

Fijemos un número positivo pequeño e, por ejemplo, e = 
= 0,001 y nos preguntamos: ¿cuán pequeño debe ser 6-en- 
torno del punto 2, para que a cualquier valor de z de este 
entorno (2 — ô, 2 +ô) se cumpla la desigualdad 


If (e) — 5 1< 0,001? 
Escribimos esta desigualdad para nuestra función: 
10,52? +3 — 5 | < 0,001, 
0,5 12? — 4 | < 0,001, 
ja? — 4 |< 0,002, 


de donde 
—0,002 < 2* — 4 < 0,002, 
3,998 < 2 < 4 < 4,002 
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(después de sumar 4 a todos los términos de la desigualdad), 
o bien 


1,999 < x < 2,001, 
o sea 
2 — 0,001 <x<2 + 0,001. 


Por lo tanto, es suficiente poner $ = 0,001. 

Do este modo, hemos hallado un entorno pequeño del punto 
z =2 tal que a cualquier valor del argumento = йе este 
entorno corresponden valores de la función que se diferen- 
cian del número 5 menos de 0,001. 


O periicion, El número Ase lama límite de la fun- 
ción f (z) para z > a, si a cualquier número positivo e > 0 
se puede fijar un ó-entorno (delta entorno) tal del punto a, 
que sólo cuando |z —a |< 8 (za), tendremos que 
Пе -А1<е 
Esto se escribe así: 

lim f (2) = A o bien f (z) > A (z > a). 


$ 232. Función infinitamente pequeña 


En matemática tienen gran importancia las funciones, cuyo 
límite es igual a cero. 


O veeiicion. La función f(x) se lama función infinita- 
mente pequeña (o magnitud infinitamente pequeña) para 
z>a, si lim] (2) =0 рага 2-а. 





Ejemplo. Demostremos que la función f (2) =2*—4 
para z > 2 es una función infinitamente pequeña, De acuer- 
do a la definición de límite, es suficiente comprobar que 
los valores de la función, en magnitud absoluta, se pueden 
hacer, tan pequeños como se quiera, menores que un número 
positivo cualquiera e, si sólo los valores del argumento z 
son suficientemente próximos al número 2 (es decir, se 
toman del correspondiente ô-entorno del número 2). 
Supongamos que 


|%—4|<, 
de donde 


2423—4468. 
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Sumando 4 a todos los miembros de la desigualdad, obten- 
dremos: 


4e<i<44 e 


Después de extraer la raíz cuadrada de todos los miembros 
de la desigualdad, tendremos 


Yi=i<1<VIFS 

рага е = 0,01 

3,95 < т< VETOT, 1,997 < = << 2,002, 
es decir, 6 = 0,002. 


$ 233. Función infinitamente grande 


Ejemplo 4. Demostrar que la función de argumento 
natural f (n) = 2" es capaz de hacerse y mantenerse mayor 
que un número positivo M cualquiera, tan grande como sé 
quiera. Los valores de la función dada, dispuestos en orden 
creciente del argumento n, forman una sucesión numérica 
que es una progresión geométrica. 








Fijemos un número positivo grande cualquiera, por ejemplo 
M = 10 (cien millones). Hallemos el número del término 
de la sucesión, desde el cual se cumplirá constantemente 
la desigualdad 

22> 10, 

Resolvemos esta desigualdad, considerando como incógnita r, 
Tomamos logaritmo de base 10. 


nl2>8, 
de donde 
> 726. 


Por consiguiente, el 27-ésimo término de la progresión 
y todos los términos siguientes superan en magnitud el 
número 10°. 
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Es evidente que si se fija como límite otro número, por 
ejemplo M = 10%, de cualquier modo se hallará un término 
de la sucesión desde el cual 2" > 10%; precisamente, el 
100-ésimo término y los términos que le siguen satisfacen 
esta desigualdad. 





Ejemplo 2. Estudiar la variación de la función 
1 
1@= 


7 
Por ejemplo, vamos a dar al argumento z los valores suce- 
sivos: 2,1; 2,01; 2,001; 2,0004; . ... (cabe soñalar que cada 
término de esta sucesión es mayor que 2; en tal caso se 
dico que z tiende a 2 desde la derecha), luego los correspon- 
dientes valores de la función f (z) serán: 10, 100, 1000, ... 
Si, ahora, z = 1,9; 4,99; 4,999; ... (es decir, z tiende 
a 2 desde la izquierda), los correspondientes valores de las 
funciones serán: —10, —100, —1000, . . . Esto indica que 
los valores absolutos de la función crecen ilimitadamente. 
En efecto, si queremos que el valor absoluto de la función 
satisfaga la desigualdad 





рага 2-2. 











entonces, resolviendo esta desigualdad, hallamos: 
1—2 1< 10", 


es decir, los valores de z se deben tomar del intervalo 
1,99999 < z < 2,00001. 


O oezinición. La función f(z) se llama función infi- 
nitamente grande (o magnitud infinitamente grande) paraa, 
si sus valores, tomados en magnitud absoluta, superan un 
número positivo M cualquiera, antes dado, sólo cuando los 
valores del argumento z caen en un entorno suficientemente 
pequeño del punto a; en este caso se escribe: 


lim ў (2) = œ. 


En pocas palabras, lim / (z) = o, si para cualquier M > 0 


se halla 6> 0 tal que |f (z) | >M para a— 8< 3< 
<a+ô. 

Por consiguiente: 1),el término común de la sucesión f (n) = 
= 2" es una magnitud infinitamente grande, cuando el 
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número del término crece ilimitadamente, lo que se escribe 
del siguiente modo: 


lim 2" = œ; 


2) la función f {z)= 
1>2(142): 








7-7 ®9 infinitamente grande cuando 





E 
lím z=. 


mi 
Cuando es importante indicar también el signo de una 
función infinitamente grande, ante el símbolo оо se escribe 
respectivamente el signo más o menos. Por ejemplo, para la 


función f (z) = з 








lím =—00. 
2-2-0 2— 


Aquí la notación z— 2+0 sustituye la frase «x tien- 
de a 2 por la derecha», es decir, manteniéndose mayor que 2; 
z>2— 0 significa la aproximación al número 2 por la 
izquierda. 

Cabe señalar que no se puede decir anticipadamente que la 
función es infinitamente pequeño o infinitamente grande si 
no se indica para qué variación del argumento z se examina 
esta función. Por ejemplo, la función / (z) = (z — 1)? es 
infivitamente pequeña, si 21, pero esta función es in- 
finitamente grande, si т crece ilimitadamente: 


1) lím (-— 19 =0, 





2) lim (z — 1)? = oœ. 


234. Relación entre las magnitudes infinitamente pequeña 
infinitamente grande 


o 


Con el ejemplo de la función y = È vamos a explicar la 


relación existente entre las magnitudes infinitamente 
pequeña e infinitamente grande. Si > 0 (= es infinita- 


mente pequeña), la magnitud inversa 2 es una función 
infinitamente grande, o una magnitud infinitamente grande. 
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Evidentemente esto lo ilustra la rama derecha de la hipér- 


bola y =_ (tig. 147); al moverse el punto М por la curva 
de derecha a izquierda la abscisa z — 0 (z es infinitamente 
pequeña), su magnitud inversa + = y, es decir, la ordenada 


de la curva, en este caso, crece ilimitadamente: E o, 
y viceversa, al moverse el punto M por la curva de izquierda 
a derecha Ja abscisa x=» 00 y la ordenada y =->0. 
De este modo, la magnitud, inversa a la infinitamente 
pequeña, es la infinitamente grande y viceversa. 

Veamos otro ejemplo: la tg х рага = > es una magnitud 
infinitamente grande; su magnitud inversa, os decir, la 


cig £ = zg» tiende a cero cuando 1h. 


$ 235. Propiedades de las funciones infinitamente pequeñas 


Para simplicar la escritura 'introducimos notaciones abre- 
viadas: las funciones infinitamente pequeñas a (7), $ (2), 
ү (т) en adelante las vamos a designar por æ, B, y, recor- 
dando que estas tres funciones dependen del argumento z, 
y que se hacen infinitamente pequeñas sólo cuando el argu- 
mento z tiende a un número determinado a(z — a). 


Propiedad 1. La suma olgebraica de un número finito 
de funciones infinitamente pequeñas esuna función infinita- 
mente pequeña. Si 


ar0,B>0, y —0, 


е “7 


tendremos, por ejemplo, que 

@—6++)—0, 

o bien, en otra notación 

E 

E 

En efecto, para que la suma algebraica (a — $ + y) se 
haga, en valor absoluto, menor que un número positivo 


cualquiera e dado con anterioridad, tau pequeño como se 
quiera, sólo se requiero que 





Іа. 
SS ч) 
ПЕ 


lo que es completamente posible, de lo contrario a, B, y y 
ло serían infinitamente pequeños. Sumando las desigualda- 
des (1), obtendremos: 

Га 1+1 ВЕЕ 1 1< е 
y por eso, sin lugar a dudas ( 
la—=P+y1<e*). 

Las demás propiedades no las demostraremos, sino expli- 
caremos sólo sus sentidos con ejemplos. 

Propiedad 2. El producto de una función infinita- 
mente pequeña por una limitada es una función infinitamente 
pequeña. 

La funcion f (x) se llama limitada en un cierto entorno del 
punto z = a, si existe un número positivo M tal que para 
todos los puntos z de ese entorno, los valores absolutos de 
la funcion j (z) son menores que el número M: 


1H) 1<M. 


En forma reducida la propiedad 2 se escribe así: si a 0 
у 1709 1< М, entonces a-f (2) — 0. 





case el $ 228) 


+) Se tieno en cuenta que las desigualdades (1) se cumplen respoctis 
vamente on ciertos Aj-, dz= y óy-entornos del punto a. La desigualdad 
resultante se cumple, por lo tanto, en ol menor de estos tres entornos 
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Ejemplos. 1) Las funciones sen z y cos x están Нті- 
tadas en el entorno de un punto cualquiera de su región 
de definición (todo el eje numérico), puesto que 


Isen z [< 1,1; cosx |< 1,4. 


Aquí se ha tomado por M el número 1,1, pero en general se 
puede tomar cualquier otro número mayor que 1. 

De acuerdo а la propiedad 2 podemos afirmar que el produc- 
to (¿—3)senz>0, si 2-3, dado дие (= — 8) +0, 
para z— 3, y sen z es una función limitada. 


2) La función- t no está limitada en el entorno del punto 
2 = 2, рего еп un entorno suficientemente pequeño de 
otro punto cualquiera, por ejemplo, del punto z = 5, ella 
está limitada, puesto que la <$ para todos los 
valores de z del intervalo (4,5; 5,5). 

Corolar: 


. Toda magnitud constante es limitada do por sf, 
Y Por eso, ei producto de una constante por una infinita- 
mente pequeña es una magnitud infinitamente pequeña. 
Basándonos en esto podemos escribir, que 








lím 100x cos z = 0, 


“ї 


л , 
puesto que cos z=>0 para 22, es decir, соз z es una 


magnitud infinitamente pequeña en el entorno del punto 
z = Ẹ ; 100x es constante, y por eso, el producto 100x cos z 


es una magnitud infinitamente pequeña. 


$ 236. Teoremas sobre límite 


Las demostraciones de los teoremas sobre límites están 
basadas en el siguiente postulado: toda variable, que tiende 
a un límite, puede ser representada en forma de suma de su 
límite y de una cierta magnitud infinitamente pequeña. 
Esto deriva de la misma definición de límite: si z — A, es 
deçir, el número A es el límite de z, entonces en el proceso 
de aproximación ilimitada la diferencia z — A se hace tan 
pequeña como se quiera, en valor absoluto, es decir, esta 
diferencia es infinitamente pequeña: 


ien z = Á +a. 





2—=ÁAÁ=0a0 


Inversamente: si la magnitud variable z está representada 
en forma de una suma de «constante + infinitamente 
pequeña», la constante A es el límite de la variable z. 


Teorema 1. El límite de la suma algebraica de dos 
o varias variables es igual a la suma algebraica de los límites 
de los sumandos. 


Aquí y en adelante, se tendrá en cuenta que tales límites 
(sumandos, factores, etc.) existen. 


mm bemostración. Dado 
1>4, y>B,u>C, 


demostraremos, por ejemplo, que 
(фу ЩА +В С. 


Si a, В, y son infinitamente pequeños, y z, y. u son funciones 
del argumento z, podemos escribir: 





2=A+0, 
у= В+, (0 
u=C0 +y 
24y=u=A+B-C4 (04 Bv). @ 


La igualdad (2) se ha obtenido de las igualdades (1) sumando 
las dos primeras y restando la tercera. 

El primer miembro de la igualdad (2) es una magnitud 
variable, el segundo miembro es la suma de la constante 
(4 + B—C) y del infinitamente pequeño (a + $ — y), 
y por eso, esta constante es el límite de la magnitud variable; 
@+у—ш-—>А+В—С, 

o en otra notación 

lím (z + y — u) = lím z + lím y — lím u = A + 
вс. 

Los restantes teoremas sobre límites sólo los formularemos 
dejando su demostración a los loctores. 


Teorema 2. El límite del producto de dos o varias varia- 
bles es igual al producto de los límites de cada factor: 


lím (zyu) = lím -lím y lim u = A-B-C, 
o bien 
1yu —> АВС. 
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Corolario. Si una de las magnitudes variables es 
constante, tendremos que 


lím (My) = M lím y = MB, 
puesto que el limite de una constante es igual a la propia 


constante. Æl factor constante se puede sacar fuera del signo 
de límite. 


Ejemplo. lím (+ 3) (87 +2) = 
= lím (2 + 3 lim (32 + 2) = (lim 43) (8 lima +2)= 
= зува т 


Teorema 3. El límite del cociente de dos variables es 
igual al cociente de los límites del dividendo y del divisor, 
si el límite del divisor no es igual a cero. 

Si 


2-4,0 В (В + 0), 
se tendrá 


o en otra notación 
Ит з 
Tim y 


А 
=f 





lim = 
y 


Ejemplo. 


Jim (222 4-3) 
lmit ке r= 
кә 25—1 За (2—0 





Toorema 4. El límite de la potencia de una variable es 
igual a la misma potencia del límite de la base: 


Ит (2")= (lím2)" 
Ejemplos. 1) lim a= (lim z} = 2—8; 


1 1 
2) lím Y 223 = иш (213) = шт (223) = 
me кә хә 
1 
=(2.6—3)%—=3. 
Teorema 5. Sí la variable 2 está entre otras dos variables 


y y u, que tienden a un límite común, entonces 3 tiende al 
mismo límite. 
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Si y<2< u e y— B, u— B, tendremos que z —> B. El 
sentido de este teorema se puede interpretar claramente: 
en la fig. 148 se muestran gráficamente tres funciones de 
argumento z, La gráfica de la función z = z (z) se encuentra 
entre las gráficas y =y(2) y u=u(2); si za, las 
ordenadas de y y u tienden al límite B; luego, está claro 
que la ordenada de la curva media z = z (z) tiende al mismo 
límite B. 


$ 237. Criterio de existencia del límite de una sucesión 


En muchos casos al buscar el límite de una sucesión es 
importanto saber que esto límite existe independientemente 
de que estemos en condición de hallarlo o no. 

Para formular el criterio de existencia del límite, formula- 
remos previamente algunas definiciones. 

Una sucesión se llama limitada o acotada superiormente si 
todos sus términos son menores que un mismo número. 
Análogamente, una sucesión se llama limitada o acotada 
inferiormente si todos sus términos son mayores que un 
mismo número. 


Ejemplos. 4) La sucesión a, =2—-] está acotada 


superiormente por el número 2 o por un número cualquiera 
mayor que 2; 


а„< 2 рага {ойо п, 


2) La sucesión 2, =2 + L está acotada inferiormente por 
el número 2 o por cualquier número positivo menor que 2: 
Zn > 2 para (ойо п. 
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Una sucesión se llama monótona creciente, cualquier 
término es mayor que cualquier precedente (o igual a él). 
La sucesión se llama monótona decreciente, si cualquier 
término es menor que cualquier precedente (o igual a él). 
De las sucesiones dadas en los ejemplos de este párrafo la 
primera es monótona creciente, y la segunda, monótona 
decreciente. 


Formulemos ahora el criterio de existencia del límite de una 
sucesión. 

Una sucesión monótona creciente, limitada superiormente, tiene 
límite, del mismo modo, la sucesión monótona decreciente, 
limitada inferiormente, tiene limite. 





238. Longitud de una circunferencia como límite 


Construimos una circunferencia de radio unitario, inscri- 
bimos en ella y la circunscribimos de cuadrados (fig. 149). 
A continuación, duplicando el número de lados de cada 
nuevo polígono construimos octágonos regulares inscrito 
y circunscrito y así continuamos ilimitadamente inscrito 
o circunscrito obtenido. Luego, la sucesión compuesta de 
los perímetros de los polígonos inscritos Pi, Pa Ps --- + 
es la sucesión monótona creciente, limitada superior- 
mente. 

El perímetro de un cuadrado inserito es menor que el perí- 
metro de un octágono regular inscrito, es decir, py < рз, 
puesto que la suma de dos lados del octágono es mayor que 
el lado del cuadrado: AC + CB > AB. 

Exactamente del mismo modo pz < Py, Pa < Po ete. Pero, 
sea cual fuere el modo de crecimiento de esta sucesión, 
ella está limitada superiormente por eì perímetro de un 
cuadrado circunscrito, es decir, por el número P, = 8, ya 


que el cuadrado circunscrito, como quebrada envolvente, 
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es mayor que la quebrada inscrita y así cualquier polígono 
inscrito. La sucesión de perímetros de los polígonos regu- 
lares circunscritos 


Pr Pa Py Paro... 


es monótona decreciente, puesto que el cuadrado circunscrito 
es envolvente con respecto al octágono circunscrito. 
Por lo tanto, P, > P} Sobre la misma base P> Pa 
eto. 

La limitación de la sucesión inferiormente se deduce de que 
cualquier de los números de la sucesión P,, Pa Py... 
es mayor que cualquier término de la sucesión Py, Рз, Ро 
Pos 

En consecuencia, ambas sucesiones tienen límite. Como se 
verá en el $ 241 (ejemplo 6), esto límite es común y se toma 
como longitud de la circunferencia. 





© оснмісох, Ѕе toma como longitud de una circunferencia 
el límite común de las sucesiones de los perímetros de 
los polígonos regulares inscritos y cireunseritos, cuando 
el número de lados de los polígonos crece ilimitadamente. 
La longitud de la circunferencia se designa por la letra С. 


$ 239. Cálculo de la longitud de una circunferencia 


Los matemáticos de los siglos XVI, XVI! y XVIII, sin 
saber que la circunferencia rectificada es un segmento 
inconmensurable con su radio, trataron de hallar con gran 
exactitud la longitud de la circunferencia por el método 
de los perímetros. Para ello utilizaron la llamada fórmula 
de duplicación: 


an=V 2R°— 2R y ra. 


Sigamos su ejemplo, 
Se sabe: que el lado de un cuadrado inscrito a =RV2; 
a,=V2 cuando R Por la fórmula de duplicación, 


а@=Ү?—Ү?, а„=}/2—У2+/%, а= 


+ + etc. Si el número de lados es bas- 
tante grande, por el lado calculado hallamos el perímetro 
y lo tomamos como longitud aproximada de la circun- 
ferencia. 








tendremos: 
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AN Fig. 150. 








De este modo, se calculó el. perímetro de los poligonos 
inscrito y circunscrito con un número de lados 2n = 3072 
(como polígono inicial se tomó un hexágono, y no un cua- 
drado, como lo hicimos nosotros). 

Resultó que cuando R =1 


p =~ 6,2831842, P ~ 6,2831876. 
De aquí 


с 4 
las 3,141592, 


Sólo en el siglo XIX se demostró que el número x es irra- 
cional. 


$ 240. Dos límites notables 
1) lim 892 == 





El límite de la relación entre el seno 


2-0 
de argumento infinitamente pequeño y el propio argumento 
es igual a 1. 

Tracemos una circunferencia de radio unitario (fig. 150) 
y en ella un ángulo central agudo < АОВ = z; unimos los 
puntos A y B con una cuerda y en el punto 8 trazamos la 
tangente a la circunferencia, el punto C es la intersección 
de la tangente con la prolongación del radio OA. Podemos 
escribir las siguientes desigualdades: 


sup. A AOB < sup. del sector AOB < sup. A OBC, 

o bien 

Фив ама 

с, т ТУШ» (1) 


[Aquí se utilizaron casos conocidos de geometría y trigono- 
metría; 
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a) la superficie de un triángulo es igual al semiproducto 
de dos lados por el seno del ángulo comprendido entre ellos; 
b) la superficie de un sector es igual al semiproducto de la 
longitud del arco por el radio; 
e) la superficie de un triángulo rectángulo es igual al semi- 
[шоо de los catetos, donde el cateto BC = tg 2.) 
ultiplicamos todos los términos de la desigualdad (1) por 
2, y luego dividimos por sen z (sen z > 0). Obtenemos una 
desigualdad del mismo sentido 


1 1 
ir ar 


o bien 


1> 22 > cos (2) 


(si a<b, tendremos que 2> 7 cuando a>0). 


Si 20 los términos extremos de la doble desigualdad (2) 
tienden a un límite común, igual a 4, por lo tanto, la 


relación comprendida ontre ellos > tiene el mismo límite, 


es decir 





Observación. En lugar de z se puede poner cualquier otra 


magnitud infinitamente pequeña. Por ejemplo 


4. Senóz 
o 





1, z=57; 











4 
зп 


я, 1 
3) lim —{®=1, :=-—. 








Mm 2en3z 


20 


puesto que aquí no hay concordancia: bajo el signo de seno 
tenemos 3z infinitamente pequeño, у еп el denominador 
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de la fracción se encuentra z, también infinitamente pequeño, 
pero diferente. Luego, el límite se encuentra del siguiente 
modo: 




















зеп З= sen 3x 

Т =3 E? 
lim каз =3 lim з (z= 3a). 
sen A 


2) lím (+2)=e Examinemos la sucesión, cuyo tér- 


mino general es 
(ау, 
donde n es número natural. 


La siguiente tabla nos muestra como varía x, cuando л crece: 


Ta 1 | 2 3 [4] 10 | 100 | 10 000 |‹ 000000)... 





y e osas гулгун эе 


De esta tabla se nota que con el crecimiento de n, z, también 
crece, aunque el ritmo de crecimiento se atenúa: al comienzo, 
cuando n varía de 1 a 2, x, varía de 2 a 2,25, es decir, en 
0,25; en cambio al variar n de 10% a 10%, z, aumenta en 
total 0,00013. 


Admitamos sin demostración que la expresión (1 + L)” 


tiende a un límite determinado al crecer ilimitadamente 
n (n— оо) (se puede demostrar que la sucesión (z,) es 
monótona creciente y está limitada superiormente, por 
ejemplo, por el número 3). Este límite se designa por la 
letra e. 

EI número e es irracional; sus primeras cifras decimales son: 


е = 2,7182818281590 ... , о Ыеп ел 2,718. 


Antes dijimos que los logaritmos de base e se llaman natu- 
rales y se designan por «ln». 
Se puede demostrar también que 
1 
lm (1+0)% =e. 


aro 
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Para ello es suficiente poner L=x, en tal саво п оо 


cuando a—0. 
El número e es de suma importancia tanto en matemáticas 
como en otras ciencias. 


241. Ejemplos de determinación de límites 

Ejemplo 4. Hallar lím (+? — 32 + 8z + 5). 

Al comienzo utilizamos el teorema del límite de una suma 
algebraica y simultáneamente sacamos los factores constan- 
tes fuera del signo de límite, después, el teorema del límite 
de una potencia: 

їп (29 — det + 82 + 5)= 

шә — 3ш +8 шат +5 ы 

=P-32 #824521. 


En este caso el límite se podía haber obtenido con más 
sencillez si se hubiera sustituido directamente z por su 
valor Imite: 


lím (2? — 32? 4 82 + 5) =2 + 3-21 + 8.2 +5 = 17. 
s? 


Ejemplo 2. Hallar lím 22, 

ms 23 
Si en este ejemplo ponemos en lugar de z su límite 3, obten- 
dremos una indeterminación: 
3—9 
+= 





lo que nos dico que el teorema del límite de un cociente 
no es aplicable (el límite del denominador es igual a 0), 
pero 





La igualdad (1) se cumple para todo z +3. En este caso 
se considera que los límites de ambos miembros deben ser 
iguales: 


2-9 
lim =p lim (24+9)=6, 





Ejemplo 3. Hallar lím 


z 
am iFa 
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Puesto que el límite del denominador nuevamente es igual 
a cero cuando z >O, по podremos utilizar el teorema del 
límite de un cociente; transformemos la fracción dada hasta 
el paso al límite: 

= Es (VIE) = 
Ү+»—1 (VIF3—1) (VIF 3+1) 


AVEO TE). 


Por consiguiente, 
=lim (УТ) = 
Ито) = 








242 
Ejemplo 4. Hallar lim 22, 


Puesto que con el signo œo no se puede tratar como con 
un número, hay que transformar la fracción dada; 


з (44) 





Ит 2. а 
хә» FIHI зз 1,1 
(+) 
lim +3) 
en тї _ 340 
= lim (iti 1+0+0 
o E 





ya que 1.0 cuando z=r00 y L=*0 para 200. 


Ejemplo 5. Hallar lím 
0 son 





Representemos la expresión bajo el signo de límite en la 
siguiente forma: 






sen = 
z 
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En tal caso 
3с 





lím =lím f6 
990 song 0 











(= que lim 
0 


Ejemplo 6. Demostrar que las sucesiones, compuestas 
de los perímetros de los poligonos regulares inscritos y cir- 
cunscritos, durante Ja duplicación ilimitada del número de 
sus lados tienden al mismo límite C. 

Supongamos que p, es el perímetro del n-ésimo poligono 
inscrito y P, es el perímetro del n-ésimo polígono circuns- 
crito. Examinemos cómo varía su relación 





(los perímetros de semejantes poligonos regulares son propor- 
cionales a sus apotemas) 

Teniendo en cuenta que el apotema h del polígono regular 
inscrito tiende a R cuando n —> œo, tendremos: 





lím hn 
do E) A 


Dado que el límite de la relación de los perímetros es igual 
а 1, se deduce que С ез su límite común. 
Ejemplo 7. Deducir la fórmula de la superficie de un 
círculo, considerando la superficie del círculo como el 
límite común de dos sucesiones de las superficies de los 
polígonos regulares inscritos y cireunseritos, cuando el 
número de sus lados se duplica ilimitadamente. 

La superficie del n-ésimo polígono regular inscrito es igual 
al semiproducto del perímetro por el apotema: 


1 
Ф =-у Рай, 








donde qn es la superficie; pn, el perímetro; An, el apotema 
del n-ósimo polígono. Luego 








lim pa lim №, = ЕСА = пд? 


Aquí se aplicó el teorema del límite de un producto. 


1 
Трв, 





Para el polígono circunscrito tendremos que Qnr 
de donde 

иш 0,= 5 Еа Р, = АС 2 Н-2лА =. 
А кы 


$ 242. Suma de una progresión geométrica 
infinitamente decreciente 


O porinicion. La progresión geométrica cuyo denominador, 
según el módulo, es menor que la unidad (|g]<4), 
se llama infinitamente decreciente o convergente. La suma de 
зиз п primeros términos se puede calcular por la fórmula 

air) 
s “32. 
Representemos Sn en la siguiente forma: 


5, = чү (1 





Supongamos que el número de términos n crece ¡limitada- 
mente (noo). En tal caso, 





lim S,= lím q". 





тз» Toy 9 пеню 
Pero 0" —-0 cuando n=>o0 (|g|<4); por lo tanto 
1-0-0 





como producto de una constante por una magnitud infi- 
nitamente pequeña, y por eso 


а 

lim S= giy 

O berixición. El límite al que tiende la suma de los n 
primeros términos de una progresión geométrica infinita- 
mente decreciente al crecer ilimitadamente el número de 
términos n se llama suma de una progresión geométrica 
infinitamente decreciente. Por consiguiente 


S=, donde S= 





т 51. 

La suma de una progresión geométrica infinitamente decreciente 
es igual al primer término a, dividido por la diferencia entre 
la unidad y el denominador (o'razón) de la progresión q. 
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$ 243. Conversión de una fracción decimal periódica 
en ordinaria 


Representemos la fracción decimal periódica infinita 
a = 0,3151515 . ... en la forma: 
a = 0,3 + 0,015 -+ 0,00015 +- 0.000015 + ..., 
a = 0,3 + 15-107 4 1540 +- 15-107 +... 
El segundo miembro de esta igualdad, comenzando del 
segundo término, es la suma de una progresión geométrica 
infinitamente decreciente de denominador o razón q = 10“, 
у, рог eso, 

15.10-3 


а= 3.10 + СГ, 


23 ц 15 _ 3:99 +15 __ 3(100—1)445 315—3 
атр w 00 =" 











Regla. Para convertir una fracción periódica mizta en una" 
ordinaria, hay que resiar del número, que se encuentra hasta 
el segundo período, el número que se encuentra hasta el primer 
periodo, y tomar esta diferencia como numerador, en calidad 
de denominador se escribe la cifra Y tantas veces como cifras 
hay en el periodo y se agrega a ellas tantos Ô como cifras hay 
hasta el período. 


Ejemplo. Convertir $ =0,42777 ... en una fracción 
ordinaria 


в= 


Observación. Es más fácil convertir una fracción períodica 
pura, por ejemplo, 4,272727 ...., en una ordinaria: 


1272727... =14 82 


385 77 
900 — 800 — 180° 














un 


244. Comparación de magnitudes infinitamente pequeñas 


Las distintas magnitudes infinitamente pequeñas o infi- 
nitésimas tienen de común, que durante su variación cada 
una de ellas tiende indefectiblemente a cero, en caso contra- 
rio no serían infinitamente pequeñas. 

Resulta que el proceso de tender a cero de las diferentes 
magnitudes infinitamente pequeñás no es idéntico: unas se 
aproximan a cero «más rápidamente» que otras. Esto se 
aprecia del siguiente ejemplo elemental. 
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Si x-—> 0, tendremos que z* tambien tiende a cero. 

Supongamos que z recorre la sucesión numérica z = 1; 0,4; 

0,01; 0,001; 0,0001; ... . En tal caso, 2? = 1; 0,01; 0,0001; 

Se nota inmediatamente que 2? se aproxima a cero más 

rápidamente que z. Pero el hecho de que una magnitud 
se aproxima a cero más rápidamente que otra, por ahora 
carece aún de sentido matemático exacto: queda sin expli- 
cación lo que se entiende por «rapidez» con la cual las mag- 
nitudes infinitamente pequeñas tienden a cero, ¿cómo se 
mide? 
Introduzcamos nuevos conceptos matemáticos, con los que 
discribiremos el distinto carácter de aproximación a cero 
do las magnitudes infinitamente pequeñas o infinitésimas. 
Los nuevos conceptos se basan en la idea de comparación 
de dos infinitésimas mediante la determinación del límite 
de su relación (cociente). 

O perisicion +. Dos magnitides infinitamente pequeñas 
a y B se llaman infinitésimas de igual orden si el límite de 
su relación es igual a un número 4 distinto de O. 

Por consiguiente, si el lím L =4 (4 40, Az œ), a y B 
son infinitésimas de igual orden 
Ejemplo. a =3 (z — 1) y B = z — 1 son infinitésimas 
de igual orden cuando z->1, puesto que 

jaat t 

e К^ 

O parivicion 2. La magnitud infinitamente pequeña В se 
llama infinitésima de orden superior en comparación con 
la ínfinitésima a si el límite de su relación es igual a cero, 
En la notación matemática esta definición se expresa del 


siguiente modo: si ша Ё =0, $ =0(a). La nolación 
В = 0 (a) se lee así: B es infinitésima de orden superior 
respecto de la infinitésima «. 

Ejemplos, 1) a? es una infinitésima de orden suporior 
respecto a z al tender z a cero, puesto que 














lim =límz=0. 





an 
2) B=(221P y a= (2—1). Aqui B=o(a) para 
2>=,> puesto que lim £ lim (27—1)=0. 

io sl 
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$ 245. Infinitésimas equivalentes 


Entre las distintas infinitésimas de las mateméticas aplica- 
das son importantes aquellas cuyo límite de la relación es 
igual a 1 


O permicion. Dos infinitésimas а y $ se laman equivalentes 
si el límite de su cociente es igual a 1 


Si lím-2 =1, B ~ a. Aquí el signo ~ sustituye la palabra 
«equivalente» y se lama signo de equivalencia. 

Veamos algunos ejemplos: 

14) sen z~ z, 2) tgz ~ z, 3) sen z ~ tg z cuando z—> 0. 


Por eso, para los valores de z próximos a cero, los valores 
de sen z y tg z se pueden considerar iguales al número z, es 
decir, a la medida del ángulo en radianes. 

Por ejemplo: 1) sen 2° = sen 0,035 æ 0,035, 

2) tg 1°40 = tg 0,029 яе 0,029. 

La equivalencia del seno y de la tangente está reflejada 
en la disposición de la escala común para el seno y la tangen- 
te de ángulos pequeños en el reverso de la corredera de la 
regla de cálculo (véase § 207). 

Señalemos un importante par de infinitésimas equivalentes 
más. Comprobemos que 

In (1+2) ~z cuando z—>0. 

En efecto, 


‹ i 
ím шщ 2 ИЗЭ lí ln (44235) o [lim (1 423%) = Ine = 4. 

Da sgat Бағана, жё\йвйшде que 

1) ln 0,9985 = ln (1 — 0,0045) лг —0,0015, 

2) In 1,043 = In (1 + 0,043) 2 0,043. 

En consecuencia, podemos hallar fácilmente los logaritmos 

naturales de los números próximos a la unidad. 

Se demuestra fácilmente que 


VIF2-1 7 cuando 2-»0, 

puesto que 

lim VEA o him VEA VTE) 
= $ = VIH) 

















m tim —= 
eo (VIE) m0 УРЕ 
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Por eso en los cálculos aproximados so utiliza la fórmula 
УТ 1+ (z es un número próximo а 0). 


De origen análogo оз la fórmula -= æ 


т. 
deducida de la equivalencia de las infinitésimas 











а= $ y B=—3 cuando 2-0. 


VF: 
Ejemplos. 
Y 0,992 = Y TF (0,008) ~ 1 — 0,004 = 0,996, 


Hi» 1222 10,041 = 0,959. 
VI 2 


$ 246. Incremento del argumento y de la función 


Supongamos dada la función y = 3z? — 5z + 8. Si el argu- 
mento z toma el valor z; = 2, el valor correspondiente 
de la función es y, =3-2 — 5-2 + 8 = 10. 

Para otro valor del argumento z: = 4, la función adquiere 
el valor ya = 3:4! —5-4 +8 = 36. 

Al variar el argumento en la magnitud 2, — z =2 la 
función dada varía en la magnitud y, — y, = 26. 





O pesisicion- La diferencia de dos valores del argumen- 
to se llama incremento del argumento y še designa por: 
ж — 2, = Az (idelta 2»). 

Análogamente, la diferencia de los dos valores correspon- 
dientes de le función se llama incremento de la función, 
cuya notación es: yz — y, = Ay («delta y»). En nuestro 
ejemplo Az = 2; ây = 26. 

Los incrementos del argumento y de la función pueden ser 
positivos, negativos y nulos. Por ejemplo, si y =1/z, y el 
argumento z pasa del valor z, =5 al valor zz = 1, Az = 
= z, — t, = 1 — 5 = —4. En este caso el incremento de 
la función es 


4 t 4 

а= "peger 

En este ejemplo al incremento negativo del argumento 
corresponde un incremento positivo de la función. 

Es muy importante aprender a hallar los incrementos de 
distintas funciones en forma general, cuando no se fija en 
Torma de un número determinado el valor inicial (y) o final 
(za) del argumento. En tal caso, se utilizan con más frecuen- 
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cia las siguientes designaciones: el valor inicial del argu- 
mento se designa simplemente por z (sin subíndice); el valor 
final por (2 + Az). 

El valor inicial de la función se designa por y o bien f (z); 
el valor final por (y + ây) o bien f (z + Az). 
Ejemplo 1. Hallar en forma general el incremento de 
la función 


yor—2+5 (1) 

En ol segundo miembro de la igualdad (1) el argumento z lo 

sustituimos рог (с + Az) y realizamos con (z + Az) todas 

las operaciones que se deben realizar con z. Àl mismo tiem- 

po en el primer miembro y se sustituye por (y + Ay): 

y + by = (z + Aa)? — 2 (z + Aa) +5 

o bien 

y + Ay = T + BatAr + 3e (Aa)? + (Ar)? — 2л — 2Ах +5. 
(2) 

Cabe hacer notar que (y + Ay) se llama incremento del valor 

de la función. De la igualdad (2) restamos la igualdad (1): 

Ay = (32* — 2) Ar + 32 (Az)? + (Ax)? 

Precisamente ésta es la fórmula general para el incremento 


de la función dada. Si x= =5, Ax =-—1, tendremos que 
Ду = —13 + 15 — 9. 





Ejemplo 2. / (2) = зеп z. Hallar el incremento de / (2) 
cuando = se incrementa en Ал: 


f (z + Az) = sen (e + Az), 
М (д) = ] Аз) — f (2) = sen (z + Ал) —senz, 


o bien, transformando la diferencia de dos senos en un 
producto, obtenemos finalmente: 


Af (z) = 2 cos (2 + 5) веп 25, 


En la fig. 151 se muestra la gráfica de la función y = ў (а). 
En la curva se ha tomado el punto M (z, y) de abscisa + 
y ordenada y. Si el punto M se mueve por la curva a una 
mueva posición Ms, sus nuevas coordenadas serán z -+ Аг 
e y + Ay, Por consiguiente, el incremento del argumento Az 
es el incremento de la abscisa, y el incremento de la función 
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Y 
ya 
4y 
Fig. 154. 
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4 y es el incremento de la ordenada dèl punto M en la curva 
у= 1 (2). 


$ 247. Continuidad de una función 


Detengámonos en una importante propiedad de la función, 
que utilizamos numerosas veces al construir las gráficas, 
pero que aún no le hemos dado una definición matemática 
exacta. Supongamos que y = (2) es una función arbitraria, 
то es un punto del campo de definición de la función dada, 
de manera que f (zp) es un número real. Considerando =, 
como valor inicial del argumento, le daremos un incremen- 
to Az. 

Este incremento puede ser un número positivo o negativo: 
en los razonamientos ulteriores su signo no tendrá importancia. 
Al valor incrementado del argumento, igual a zp + Âz, 
corresponde un valor incrementado de la función, igual 
a f (z, + Az). La diferencia J (zo + Az) — f (zo) es el in- 
cremento de la función: 


åy = f (zo + A3) — f (zo). 


Vamos a reducir lentamente el valor absoluto del incre- 
mento del argumento, haciendo que Az>-0, Si en este 
caso el incremento de la función Ay tambión tiende a cero, 
se dice que: la función f (z) es continua en el punto z = zo. 


© о=ғмсох 1. Una función se llama continua en el 
punto z = zo, si a un incremento infinitésimo del argu- 
mento, en ese punto, corresponde un incremento infinité- 
simo de la función. Conviene señalar que en la propia 
definición de continuidad no se tiene claramente el requisito 
de que la función esté definida en el punto zp. En efecto, 
si en el punto zo la función no estuviese definida, no tendría 
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Fig. 452. 








sentido hablar de incremento de la función en ese punto, 
y, por lo tanto, de continuidad. 
En la interpretación geométrica la continuidad de la fun- 
ción en el punto z = zo significa que la gráfica de la fun 
ción en el entorno del punto zp es una curva continua sin 
discontinuidades (fig. 152). 

6 berisición 2 Si la función es continua en cualquier punto 
del intervalo (a, b), se llama continua en ese intervalo. 


0 periición s, El punto, en el cual no se cumple la condi- 
ción de continuidad se denomina punto de discontinuidad 
y la función se denomina discontinua en ese punto. 
Ejemplo 1. Vamos a comprobar que, para todo z ++ 0, 
la fonción y = es continua. 
Hallamos el incremento de la función en el punto = 5 0. 
Tendremos que Лу = 1—1. 5 

Y EFA 


2+4: + g 
Hacemos tender el incremento Az a cero y hallamos el 
límite del incremento Ay: 














‚ү A Az 0 
Па Ду — Ша дєр = 
Aquí aplicamos el teorema del límite de un cociente y de 
un producto; Resultó que cuando Az => 0, simultáneamente 
también Ду =» 0, lo que denota la continuidad de la fun- 
ción para todo г 52 0. 


Ejemplo 2. Demostrar que en el punto z =4 la fun- 
ción y ==, es discontinua. 


La discontinuidad de la función en el puntó z = 4 se dobe 
a quela f (2) no está definida en dicho punto (el denominador 
le (23) һы = lg £ =0, y por cero mo so puedo divi 
dir). 
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Pig. 153. 








Ejemplo 3. La función f (z) está dada por dos fórmulas 


т-а para z1, 
3r+7 para >41. 





Demostrar que en el punto z = 1 la función es discontinua. 
En este ejemplo, a diferencia del anterior, la función está 
definida en el punto z=1: /()=4 41 +3 = 35. 
Queda verificar si Ay tiende o no a O cuando Az —> 0, sea 
cual fuere el signo del incremento Az. 

1) Supongamos que el argumento z al principio adquiere 
un incremento negativo (—Az), en tal caso el incremento 
de la función en el punto z = 1 es igual a f (1 — Az) — 


-jij = [za = 41) +3] — 3,5, o bien Ay = —Az + 
+E, Si (—Az) -> 0, tendtemos que Ay, como suma 


algebraica de dos infinitésimas, también tiende a cero. 
2) Si Az es positivo el valor del argumento es igual a 4 + Az, 
el incremento de la función es 


Ay =1(1 + Az) — f (1). 


Pero 1 + Az > 1 y, por eso, de acuerdo a la regla de plan- 
teamiento de dicha función (cuando z > 1, le función es 
Па) = 3+7) ИФА) 10) = ВИА) 7 
— 3,5, Ду =3-4z + 6,5. 

Si Az -> 0, Ay + 8,5. Por consiguiente, en el punto z =1 
la función es discontinua (fig. 153). 
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248. Propiedades de una función continua en un segmento 


4. La función continua en el segmento la, b] toma su valor 
mayor (M) aunque sea en un punto de este segmento, y su 
valor menor (m) aunque sea en un punto: 

1) En la fig. 154 el valor mayor corresponde al punto 
z = c; el valor menor, al punto z = 

2) En la fig. 155 se muestra que se alcanza el valor mayor 
en dos puntos c, y cz, y el valor menor, sólo en el punto cz 
3) Si la función en el segmento dado crece en todas las par- 
tes (la gráfica es la curva ascendente), el valor menor de la 
función correspoudo al extremo izquierdo del segmento, el 
valor mayor, al extremo derecho (fig. 156); еп еї сазо йв la 
curva descendente, es al contrario. 
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2. Si en los extremos del segmento Ía, b] la función continua 
toma valores de signos contrarios, al menos en un punto 
intermedio del segmento ella se anula (la gráfica de la 
curva corta el eje Oz). En la fig. 157 so muestra que en el 
extremo izquierdo del segmento fo, 511a función es negativa; 
en el extremo derecho es positiva, y en el punto intermedio 
c(a<c< b) la función se anula f (c) = 

En la fig. 158 se muestran tres puntos de incida con 
el eje Oz, 

En general los puntos de intersección con el eje Oz puede 
ser sólo un número impar. 


Ejercicios 


1. Citar ejemplos do funciones tomados de geometria y de física. 
2. Expresar la longitud de la cuerda de una circunferencia de radio A 


{R es constante) en función de la distancia del centro de la circun- 
ferencia a la cucrda. 
3. Dada 1a función /(@=рирү, оМошап 400); /(—2); тб? 
PAR AO 1g ($); sen s0. 
4. Demostrar que si p(z)=a®(a> 0, a+ 1), entonces ọ (z;)-ẹ (2:)= 
ена), LED аа). 
з. 000) = вя: епова que 7 68) =), 1 ($) =1(0)-10. 
6. Hallar el campo de definición para cada una de las funciones; 

32-2 2 
1) Ur do br dl 3) у= У3—22; 

t 


=m; 5) р 58; =! (22—4); 
атта VA=35438; 6) y=1g (24) 


24sen s 


Уве: 





D) y=lg(—30145742 8) yareson Lo; 9) y= 


3 








4 
3 
(10) y=2=T, 44) #-=аго соз үле 12) у= ЛЕ. 


7. Indicar cuales de las funciones dadas a continuación son pares, 
impares, o ni una ni otra: 














Di 2 ит рр: 3) 9495 4) y =r VITA; 
5) y=2r—3sen z; 6) y —2-*% 7) y=3arctgr+ l; 
a+i. 
rosen E; 10) y=sen (2°); 
у ' 
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созт 


me 


i 12) y=sen? 224 VITA. 





8, Demostrar que el producto y el cociente de dos funciones impa- 
res es una función par. 


9. Demostrar que la suma, la diferencia, el producto y el cociente 
de des funciones pares es una función par. 


10. Construir las gráficas de las siguientes funciones: 
1) y=Ig (23); 2) y=lg|2—3|; 3) y= 
4) y=2% 5) y=23) 





= i I) y= т-а 
6) y=2—3]zj+2; T) y=arc cos gii 


8) skira: 9) p =sen z+ cos 2z— f; 10) z=sen (=- 2) ; 


11) y=[senz|; 12) y e 
41. Escribir los primeros cinco términos de las sucesiones: 
л 


ы 7 
Оа рр 9 апе 8) акеге 








12. Demostrar que el apotema del poligono regular inscrito en un 
círculo tiende al radio del círculo para n—co. 13, Demostrar que 
1 


la sucesión an= 





tiende al limite a=3 para n оо. 


nF? 
14. Kallar los Mmites de las siguientes funciones: 








4) m (244) 2) lim i; 3) lim 3; 49 lim 229; 
хәз хә2®+1 20 741 хәз 21 
-i 
5) Mm. 
des Vit 


15. ¿A qué valor numérico menor no negativo debe tender el argu- 





mento + para cada una de las funciones indicadas más abajo por 
separado, pera quo ellas sean infinitamente grandes: 


4 


1) 16) =85 3) y 


16. Hallar los límites de las funciones 


12 

















142434 bn, 3-22. За. 
Ода 7—9 ABS 
a2. amti у 
a ie Sgr ae- VAG i tair): 
ТҮ A созд 
пн еа э к ШЕ; о н сдан, 
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17. Demostrar que cuando z -+0 
4) sen 2z ~ 22; 2) За 30; 3) Y Ts 


18. Hallar los puntos de discontinuidad de las funcionos y mostrar 
la forma do sus gráficas 





idsi a > 


19. Demostrar que las funciones dadas a continuación son continuas 
en todo el eje numérico; 








Dy= 


1—1 


0) иаа 2 урра 3 епа р б) у=}. 


CAPITULO ХУП 


DERIVADA 


$ 249. Introducción 


Al estudiar la función lineal y = kz +5 ($ 51) se indicó 
que el camino $ recorrido por un cuerpo en movimiento 
uniforme es una función lineal del tiempo: $ = vt + Sy 
Aquí en lugar del coeficiente de proporcionalidad k está 
la velocidad v, constante en dicho movimiento e interpretada 
como el camino recorrido en la unidad de tiempo. 

Todo proceso uniforme se caracteriza por una función 
lineal y tiene la particularidad de que la variación de la 
función es proporcional a la variación del argumento: 
Ay = kâz. ( 


En realidad, si 


y=kx+b, @ 
entonces 
y + by = k (z + Az) + b (9 


Restando de la igualdad (3) la igualdad (2), llegamos a la 
correlación (1). Es natural llamar al número k$ veloci- 


dad de la función lineal independientemente del sentido 
físico que tengan las variables z e y, en cada caso particular, 
puesto que cuando Az = í simpre el incremento Ду = Ё 
denota la variación de la función, que se produce en la 
unidad de variación del argumento, lo que por analogía 
con el movimiento uniforme es la velocidad de variación 
de dicha función, 

Se presenta de un otro modo cuando nos encontramos con 
procesos no uniformes (irregulares), tales, por ejemplo, como 
el movimiento irregular, el enfriamiento de un cuerpo 
caliente en un medio de temperatura constante, la salida de 
un líquido de un orificio a una presión variable y otros 
fenómenos. 
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Aquí surgen dos preguntas: 

1) ¿qué se denomina velocidad de un proceso irregular? 
2) ¿cómo calcular esta velocidad después de dar la propia 
definición de velocidad? 

Las respuestas a estas preguntas se dan en el siguiente párrafo. 


$ 250. Problemas que conducen al concepto de derivada 


1. Problema de determinación de la velocidad de un movi- 
miento irregular. Después de conectar, un ascensor se mueve 
por la ley 

8 =1,5Ё + 24+ 12, 


donde £ es el tiempo en segundos, S es el camino recorrido 
en metros. Hallar la velocidad del movimiento al final del 
cuarto segundo, considerando desde el instante inicial de 
movimiento. 

Formemos el siguiente cuadro 









ela 





as 





De aquí se aprecia que en distintos intervalos de tiempo el 
ascensor recorre distintos caminos: en el primer segundo 
3,5 m, en el segundo 6,5 m, en el tercero 9,5 m, elc. El mo, 
vimiento del ascensor se acelera y, por ahora, no sabemos 
qué admitir como velocidad del movimiento al final del 
cuarto segundo y, en general, para cualquier otro instante 
de tiempo. 

Examinemos el intervalo de tiempo desde el final del cuarto 
segundo hasta (4-+Af)s. El camino recorrido en este 
intervalo de tiempo se calcula fácilmente: 

рага t= 4 el camino S = 1,5.4° 4- 2.4 + 12 = 44 (m), 
para £=4-+At el camino S + AS=1,5-(4 + AY? + 
+2 (4 + 42) + 12 (m). Restando tendremos que: 

AS = 14-42 + 4,5 (8). 


Introducimos el concepto de velocidad media. 
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O pesinición. Se llama velocidad media en el intervalo de tiem- 
po At (s) el cociente de dividir cl incremento del caminoAS entre 
el incremento del tiempo At: 


А5 
Оше = р 0 


En nuestro ejemplo 
AS _ 14804 1,5(80% 
Umed mrna лу 
Umea = 1441,54 (m/s). 
Vamos a ballar la velocidad media en intervalos de tiempo 
cada vez menores, uttilizando la fórmula (1): 


м |: 0,1 | 0,01 | 0,001 





Urea | 15,5 | 14,15 Е 








Hallamos la velocidad instantánea si el intervalo At lo 
consideramos una magnitud infinitésima, es decir, At —> 0; 
luego 
Vins = ím vma = lím (14 + 1,5-А) = 14 (m/s). 
мә д0 
De este modo, la velocidad instantánea es el límite de la 
velocidad media en un intervalo de tiempo infinitésimo: 
AS 

=lím ves = lím 2%. 
эл 088 = imo AE 
2. Problema de determinación de la densidad lineal de una 
jarra heterogénea. Se llama barra un cuerpo físico tal, que 
por su forma se parece a un segmento de recta, por ejemplo, 
un alambre, una vara delgada; en este caso se supone que 
las secciones transversales de la barra a lo largo de toda su 
longitud son iguales y pequeñas en comparación con sn 
longitud. 
Si la barra es homogénea, a lo largo de su longitud la masa 
está distribuida uniformemente y, en ese caso, se llama su 
densidad lineal el cociente de su masa sobre la longitud: 





Si la barra es heterogénea, es decir, la masa está distribuida 
irregularmente a lo largo de su longitud (la barra está 
hecha de distintos materiales), no se puede hablar de den- 
sidad de la barra, en general, puesto que su masa por Í cm 


4 








к= 


Fig. 159. Fig. 160. 








de longitud será diferente, según a qué distancia del origen 
de la barra se toma una porción de barra del largo de 1 cm. 
Supongamos que conocemos la ley de distribución de la 
masa: M = f (z). La masa es función de la distancia al 
origen de la barra. Hay que determinar la densidad en la 
sección « (fig. 159). Tomamos una sección próxima a la 
distancia z -+ Az. Al incremento Ax de la longitud de la 
barra corresponde el incremento de la masa AM. En conse- 





cuencia, s es la densidad media lineal de la porción de 


barra entre las secciones z y s+ Az. 
El límite de la densidad media, a condición de que el incre- 
mento de la longitud de la barra Az ~» 0, se llama densidad 
lineal de la sección z: 

AM 


Y= lim LL, 


[е] 





3. Problema del trazado de una tangente a la curva. Dada 
la parábola y =0,52%, hay que trazar una tangente a esta 
curva en el punto de abscisa igual a z. 

Previamente hay que precisar el mismo concepto de «tangen- 
tea una curva». Supongamos que y = f (z) es una función 
continua, cuya gráfica está representada en la fig. 160. 
Tomemos en la curva un punto arbitrario M (z; y), que 
consideraremos inmóvil, un punto fijo. Nos desplazamos 
por la curva del punto M a la nueva posición M,; las coorde- 
nadas del punto M, las designamos por х + Аз, y + Лу, 
de manera que M; (z + Az; y + Ay). Uniendo los puntos Af 
y Ms por una recta, obtendremos la secante MM,. Hacemos 
que el punto M, se aproxime ilimitadamente al punto M 
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(el punto Mz es una posición intermedia), en tal caso, la 
secante MM, girará alrededor del punto № y en el instante 
de confluencia del punto M, con el punto M llegará a ser 
tangente MT a la curva en punto M. 


O pesmución. Se llama tangente a una curva en un punto 
dado M la posición límite de la secante MM4. 
El punto M de la curva, en el que se traza la tangente, gene- 
ralmente se determina por su abscisa z, puesto que cono- 
ciendo la abscisa y la ecuación de la curva se determina 
fácilmente el propio punto M. 
Partiendo de esta definición de la tangente, so puede hallar 
por medio de cálculos la posición de la tangente: la recta 
fla tangente es una recta) en el sistema de coordenadas so 
determina completamente por el punto, a través del cual 
ella pasa, y por su dirección, es decir, por el coeficiente 
angular k = tg q. Teniendo en cuenta esta consideración, 
resolvemos el problema concreto de trazado de una tangente 
a la parábola y = 0,54* en un punto arbitrario de abscisa 2. 
Tomemos dos puntos de la parábola: M (z; y) y M, (2 + Az; 
y + Ay). La secante MM, forma con el sentido positivo 
del eje Oz el ángulo a; además, el coeficiente angular de la 


secante, es decir, la tg a, es igual a z (véase la fig. 160). 
Pero 

у= 0525 y+ Ay = 0,5 (r+ Ar}, 

de donde restando hallamos: 

Ay = 0,5 [(z + A3)? — 2, 

o bien 

Ay =05-[27-Az + (42), 





Si el punto M, se aproxima ilimitadamente al punto M, 
tendremos que Az—»0 y el ángulo q, en este caso tiende 
al ángulo límite q, formado por la tangente M7 con el ejo 
Oz. Por lo tanto, 


im 34 e ОРГИИ 

dim Ja, tga= lim (2+0,5-A7)=x, 

o bien tgp=x. 

De este modo encontramos que el coeficiente angular (pen- 
diente) de la tangente a la parábola y =0,52* en un punto 
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arbitrario es igual a т, es decir, a la abscisa del punto de 
tangencia. 

Si z = 4, tendremos que tg p = 1, p = 45° o sea, en el 
punto de abscisa z = 1 la tangente está inclinada en un 
ángulo de 45° (pendiente de la tangente) respecto del eje Or. 
Los tres problemas examinados son diferentes por su conte: 
nido físico y geométrico, sin embargo su resolución requirió 
la aplicación de iguales razonamientos: en cada problema 
la magnitud buscada (incógnita) resultó ser el límite de la 
relación de dos incrementos. Se podía haber expuesto una 
serie de otros problemas de la técnica y de las ciencias natu- 
rales, que se resolverían por el mismo método. 

Teniendo en cuenta la importancia extraordinaria del límite 
antes señalado para las matemáticas y las ciencias aplicadas, 
a ésto se le ha dado una denominación especial 


$ 251. Definición de derivada 
Supongamos que y = f (z) es una fierta función. 


O permución 1. El límite de la relación entre el incre- 
mento de la función y el incremento del argumento, cuando 
el incremento del argumento tiénde a cero, se llama derivada 
de la función dada: 


1 (2) =L — derivada. 





Aquí se han dado tres notaciones distintas de la derivada: 
y” (se lee «i griega prima»); f’ (z) (sefe prima de z»); 
4 («йе i griega sobre de equis» o edy respecto de dan). 
Ahora se puede decir: 
1) Si con la fórmula S = / (4) se da la ley del movimiento 
rectilíneo, la velocidad del movimiento {velocidad instan- 
tánea) para cualquier instante de tiempo es la derivada del 
camino (espacio) respecto del tiempo: 

45 





бтн = (problema 4). 


2) Si se da la ley de distribución de la masa respecto de la 
longitud de la barra heterogénea, es decir, M = 102), 1а 
densidad lineal de la barra en la sección z es la deri- 
vada de la masa respecto de la distancia (respecto de la 
longitud): 

== (problema 2). 
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3) Si la ecuación de la curva es y = f (z), la derivada de 
la ordenada respecto de la abscisa es el coeficiente angular 
(pendiente) de la tangente M7, trazada a la curva en el 
punto M: 


4 =tg P= ktang (problema 3). 


En esta formulación se da el sentido geométrico de la deri- 
vada. 

Conviene hacer notar que fijado el valor del argumento 
(с = xp) la derivada de la función dada es un número deter- 
minado. Este número se designa рог у (=) ó f' (zp). Así 
se obtuvo al reşolver el problema f sobre el movimiento 
del ascensor. Aqui hubo que hallar la velocidad en el instante 
de tiempo ż = 4 s; respuesta: 


ds 4. 


S'(4)=14, o bien El = 


Si no se fija el valor inicial del argumento, conservándose 
arbitrario, la derivada de la función dada es la función del 
mismo argumento, sólo que la ley de dependencia de y' 
respecto de z, en general, es distinta que la ley de dependencia 
de y respecto de z. Esto se aprecia de la resolución del pro- 
blema 3: aquí la función es y =0,52%, su derivada y’ =z. 


O perinicion. La función que tiene derivada finita en todos 
los puntos de un cierto intervalo (a, b), se Ilama diferenci- 
able en ese intervalo. 

La gráfica de la función diferenciable se llama curva plana 
y la propia función se llama plana. 

Existen funciones que en ciertos puntos (o incluso en todos 
los puntos) no tienen derivada. Un ejemplo de tal función 
está representado en la fig. 161: aquí, en el punto z = ¢ 
se puede trazar a Ja curva dos tangentes distintas: la 
izquierda CP, cuando Az < 0, y la derecha CT, cuando 
Az > 0. En estos casos se dice que no existe ninguna tangen- 


te, puesto que el lim $E no debe depender de que Az tienda 
seso 

a cero por la derecha o por la izquierda, es decir, las tangen- 

tes derecha e izquierda deben coincidir. 

En adelante se hablará sólo de funciones diferenciables. 


Las frases shallar la derivada» y «diferenciar una función» 
por su sentido son equivalentes. 
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Fig. 161. 








$ 252. Regla general de determinación de la derivada 


La derivada de cualquier función diferenciable y = (2) 
se halla por el siguiente esquema: 

1) Incrementamos el argumento z en Az y hallamos el valor 
incrementado de la función: y + Ay = f (z + Az). 

2) Del valor incrementado de la función restamos el valor 
inicial de Ja función: Ay = f (£ + Az) — f (2). 

3) Hallamos la razón del incremento de la función al inere- 
mento del argumento: $E LEHAD IC (sta es la 


a) 
ағ 

velocidad media de variación de la función). 

4) Hallamos el límite de la razón del incremento de la 

función al incremento del argumento, cuando éste tiende 

a cero 

Este límite es la derivada de la función dada: 








Ejemplo 1. Hallar la derivada de la función y=Vz: 
а - 5 IFA 
Ay=V2+ 8-3; 2 VE Уз. 


Antes de pasar al límite, multiplicamos el numerador y el 
denominador por VIT Az+Vz: 


de (AV TES VD 
ауу 








сеен АК мие ына 
a Vir у) ура У; 





Ejemplo 2. ¿Cuál es la pendiente (ángulo de inclinación) 
de la tangente a la hipérbola y=4/x en el punto ==2? 
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Al principio hallamos la derivada y’ en un punto cual- 
quiera z{z +0) de la función y=4/z: 
4 4 








а 
таға)! 





lim 28 = „жубы ә, у > 
жа EA лр (EA) тї тї 
4 


Ahora y (2) == =—1. 


Por lo tanto, tgp=—1, es decir, p=_2a (o bien 1357. 


A Ejercicios 


1. Se sabo que el camino recorrido por un cuerpo que cae libremente 
se calcula por fórmula S = 80/2, donde S es el camino en metros, 
g es la aceleración de la gravedad, igual a 9.8 m/s", £ es el tiempo 
өп segundos. 


1) Hallar la velocidad media del cuerpo en el intervalo de tiempo 
de t = 2 a ta = 5; 2) hallar la velocidad v del cuerpo en el instante 
А calculando lím es 3) demostrar que la velocidad v del 
cuerpo que cae libremente en cualquier instante de tiempo £ es igual 
av 
2. Un cuerpo se muove rectilínea y uniformemente acelerado según 
la ley S = 5# + 8t + 10, donde è es el tiempo en segundos, $ es 
el camino recorrido en metros. Hallar: 1) la velocidad del movimiento 
al final del 80 segundo; 2) ¿al final do cuántos segundos la velocidad 
alcanza 128 m/s? 
3. Calculando lm YA, hallar los derivadas de las funciones: 
Ке 


2 





t= 











йуу; 2 mt: Di a: 
СТЕР 6) у= соза: 7) ‚= 





&. Calcular f' (0), si 1 (а) = ИТ 4 ғ. 

5. Hallar los ángulos de inclinación de las tangentes trazadas a la 
parábola y = 0,52% + 1 en los puntos de abscisas 2 = +1. 

б. ¿Bajo que ángulo se intesecan las parábolas: y = 3% e y=4— 


A Observación. Se llama ángulo de intersección de dos curvas el 


Angulo formado por las tangentes trazadas en el punto de intersección 
de las curvas. 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


Capítulo I 


2. 6400; 6360; 6357. 3. La фра escritura indica una medición 
más precisa. 5. Con precisión de hasta 0,02 т. 6, 5,288. 7. 18,6 y 18,8, 
8. 0,05%. 9. El segundo. 10. Es más preciso 34. 11. 18,8. 12. 6,829. 
13. 615 km (+5 km). 14. 164 kg, 15. 0,25. че. 28.117. Соп tres 


cifras exactas 18. Con precisión de hasta 0,5%. ,4 quintales 
métricos. 20 Con exactitud de hasta 0,1 cm. 





Capítulo 11 





11) + 3) 26. 2. 4) 0; + 3) 6; 8; 5) 0,7; 0,3 


3т+8, 4m—9 ab (a—b)ab(a—b) 


Do poi O e e a E: 


a y b no son iguales a O; з) + $ 





m(D + Aa+ Bb4- Ce) п(0 4+ Аа Bb+C0) 
NAO a +” 
_P(D 4 Aa+Bb4 Co) 


An T Bnp op +° “on la condición de que Am+Bn+Cpz 


#0, 46) —5; 2 у 32.3. ko 7,5. 4. k=2. 5. k=8. 


Capítulo ІП 
19:2>39:<9:>GHar<o micr<t; 
91<=1 na 
20073: 3) <е<ю. з. 34а 
а 8 <п<391, 5. 10 <a <12. 
6. m<—4 y m> 2 7. Sin=0;4 
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Capítulo Y 


5. 3) 227-2; 6) a18; 8) abm, б. 





а+1 





7. 2) VI; 5) Vaz; 8) VTO; 10) VE: 33) v= 
2 mis d 3 VT. 99 $ VE 6) $ Vi 


19 Yan, 12) 1241 VZ 15) PTFE и. т оту у 





8, 1) Mayor que 3 VŽ; 








0,3313; 8) y PV 12 1 20 V 0) 0. 


а—Ь 
A, Y TER, y 85. 14. 1) YB; 4) 212 15. 3) VI; 








9) 0,4 ab; 11) 7; 13) 4; 15) a2—b; 17) (a4-b)?; 19) 1024 
23) y. 16. 4) añ% 7) a4o42 V25; 10) 224 








1 EEIE, 19) gagne 18 9) V39 4V5: 

E E E 

9 2— V5. 19. 4z YET. 24. m. 26. 2) 47,6) (2—3)2; 8) а *; 
1 2 

K 1; д; E 

1) 312—0) 2; 00) Заа) *.27. 4) gi 10) a 13) 12 F 


у 





28. 3) ayi 6) ага 1; 10) 2242; 12) a. 29 4) 


VVI, y old, y Y á 
MY a ar 
: 





аа E 
24 2) a Pb; 3) — 
зо. оре 3.096 2а 508) —а 








Capítulo VI 
1) 2—1 NEN E 
t deo i (iea > go Oo. 


3. 1) Todo el eje real; 2) z > -4:9 = < 0; 4) todo el eje real, 
excepto los puntos z = +1; 5) 1z | > 2; 6) todo ol eje real, excepto 
el punto ===; 7) todo el ejo real, excepto el punto z= 0. 








4. Serán pares las funciones dadas en los ejemplos 1) у б); impares 
en los ejemplos 4) y 7). 6. 1) у= 2 + 1; 2) y = 2? — 2, 7. 1) Рага 
9 > 0 el vértice se encuentra sobre el eje Oz, si q < 0, debajo del eje 
Oz, sl el vértice coincide con el origen de coordenadas. 
1) y= (z + 3}. 9. 1) Desplazamiento a la de 
cha a 2 unidades y hacia arriba a t unidad; 2) desplazamiento a la 








¿izquierda a 1 unidad y hacia abajo a 4 unidades. 10. 1) у = (2 — 34 
43% 4) y = (24 1,5)! — 2,5. 11. Desplazamiento a 4 unidades a la 
derecha y a 9 unidades hacia abajo, el vértice do la parábola está 
en el punto (4; —9); 2) desplazamiento a 2 unidades a la izquierda 
y a £ unidad hacia abajo, el vértice de la parábola está en ol punto 
(2: —4). 12. 1) Las parábolas son simételcas respecto del eje Oz 
y tienen vértice común en el origen de coordenadas; 3) las parábolas 
tienen el vértice común (—2; '3) y son simétricas respecto do la 


tecta y=3, 18.a = 2,14. a — 15 0 E 16. r= 











7 
=g rsh 


Capítulo VIT 





т) -Ж +2; 19) a-+b yat—0%, 2. 8 puntos. 








т=п 
1+V8m+1 Я b 
3 EGEL 4 15m y 25 m. 5. 30 cm y 12,5 cm. 6. No hay. 


7, En el pentágono. 8, Son posibles telánguos rectángulos conformo- 
monte con los lados; 3, 4; 5 y б, 8, 40, sin embargo 3) no oxisto un 
triángulo rectángulo, cuyos lados Se expresen por tres números pares 
sucesivos, puesto que la suma de los cuadrados de los números impares 
es un múmero par, que no puede ser igual al cuadrado de un tercer 
número impar, es decir, a un número impar. 9. 5 li y 6 km. 
10. 3 horas y '5 horas. 14. 20 km/hora. 12. 48 km/hora y 36 km/hora. 
13. 20 horas y 30 horas. 14 2400 rublos. 15. 63) km y 420 km. 
46, 480 km y 60 km, 18. 3) 4,23 y —0,40; 4) 0.42 y 0,72, 19. 1) 2 


—824+15=0; 3) 29-724 
8) 120% 2524-12 























р 0) 22: 

; 10) 422_—4та фта 
—=0; 11) 23. 13) 22 2024-а2— 
24. 1) m= 102) 4 3) пе y m=, 22.1) 8 
60020, а>0, е0, В 3) 400, а>0 у 0 
0.0) теа; 3) т —0 04) те 004-9, 24 1) ==; 
25. 1-8. 26. abel —(2%— 400) ate + 
bi dable =0. 27. 4) 0; 57 3 3) 0; —6: 9) 3 t d; 
б) 2=2, y dos raíces más son números imaginarios; 8) 0; + V3. 
2. (11) (22) (24-3)=0; 3) (22 —4) (129) 2: 0; 5) (2—a) (20) x 
X(240)(2—2)=0. 29. 4) +4; + 5) +2; dos 
raíces más son números imaginarios 54) 70) 7, 
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т) 40; 8) 4; 9) 4; 40) 6; И) 3a; 12) 3; 14) 64; 16) 4; 18) + 20) 3; 


22) 3a y 4a (a> 0), 23) 0; 24) Уа 80 ао y 15]|<0) 25) si 


И 
а<0 у 00220 2=0; і а>0у а> || E, si a= 


=b=0 todo número positivo + satisface la ecuación; 28) > 


28) La (0>0) з. ул —7); 3) (9; 5) у (—9; —5); 


EN И-И), VhmyDineaa a 

y ($: -i)i oe к 1x (V3 V3 y (—2 У%; У); 

14) (5D; (2 —2) (25 2) y (2: 2) 42) (T; 4) (45 D); (—7; —4) 

y (4 —1) 19) 60) y (69: 40 (695 6:05 (8 —7) 

( 7 —9) i 45) 8; 3) y (—6; —3), 17) (1044 Vb, 10—4 V°); 
b 

48) (8; 2) y (2; 8); 19) (9; 4) y (4; 9) 20) (avs: Ya 


зух), 
daa VAE a [2 bN. am g s 
PEVATI a ($, 3) 3 22) (8; 64) y (64; 8); 











dondo m= 


зугаа: са 0) y (a 6 20) (ELA YAA, 











a+ «+5 уат) 5 (6: 3), (-= = К (2, 
акун) y (ea 112 узя); 26) (4; 2). 32. (15; 9) 
у (—& —%. 5% 12 y B. 34 Z y S; 35. 1) irsi 2 2<1 
y 2>2 3) 1<x<7, 4) 241 у 12>4 5) E <:<1 

> YB ¡0-3 <9 y YA VE caci yake ЖУН, 


ув —6<2<6 у => 110, 36. 1) —4<г:<—1 
зр 2)2<:<5;5) —15<:<—1. 


Capítulo VIII 


3, apbe=0. 6. poya=—4. T. 20-0, Во; CÈ. 
D= у 20 дЁ-афвх В-и. 8. АЙ. + Ай =м+3, 
MN =U—31. 9. Resultante OM =(8; —2); [OM] =V/8%. 12. a:b= 


5 9 
=-5. 19, cosp= “ч. o; py do. 
cosg: VR Proy, a. Уз ргоу, уя 
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15. созф=——. {6. у= —6, 10,4, ЗУ, 


syi 
Capítulo TX 


®з) ўуз 4) ууз Т E 4 9 1008 3) 200%, 5) 209800 4) 18% 


6. о. т. 27 А За Ea Ba 2m Эрл; 0068; 00а; Ова. 


NE 
8. mo). 11. 15,2 cm. 13, P=444 cm; 





=108 ami. 45, 4) E 








3) + 22 1) вер 285° <0; 4) tg327%20' <0. 24. 4) тее 


3 ral 2% 4) cosa=-—08; m6. ; gas 





o 26, 4) =T; 


Vip aw" 


3) —p 2. 1) seníS 3) —tg45=-4 5) соз45 








z 
Yi. л e. Y, 
N 0 7250) 18 280) sono Y, 3) tg 00 


=-Vi 5) sen0/4n; 8) —ctg0,3m. 29. 1) 16 10°.веп 10°; 3) 4; 
5) cos 0,1x-sen? 0,17; 6) 0; 7) cos A; 8) —sen0,5; 9) © 10) cos? 109 
0) 2488; 12) меова, 31, 1)0<2<x; 2 peg т ; 
з {-<+<л у 31 4042 40 04:49: 145%, 
е gheir К, 
oz Г <<) Por ei 90<<i 

q 9 сЕ, у [<< ш) о<г< 
у ер t ; озу y ti, 12) 0£x< 

11 11 

56 << EEA 1 052< у 0 

<е<?® нф 54.659; 


w 
día. 13m e 
198 23n 
<< 


z 








Fo E mo g 


Capítulo X 


ит 
10-450 1:00. 2. cos lic 3. 4) —cos (2—5, 


3) senz, 5) tg2a; 7) ctg2a; 8) tga. 4. 1) 33) -5 9y +3 V0 


an 457 


ъ0 22,3 1 LAVA VB 0 0) s= 
(AM Fab (0, ed, +: 9) зао, 4, 








5 4 +nk (k=0, £1, N =k (k=, £1, 





9) 215-0040); заа Ола (0, +1) 1) {+ 














228 (0=0, 1 X 13) z= {р+ЕлЁ (Е=0, :є 4, ...). 40, 1) 1,5; 
Y VI-VI+Vi-2 1 1 2V2cos зш 6-2): 2 
40091 ($22) 
э a, 1 j EE 
20m =y соза соз ту; 3) nda 14) 2800 —7— соз —-008 
э 6-5) åsen (+) юв (5-2) 
aea e a 
соз (+) 
Capítulo XI 


E 8: a E yz л. 
йүз йт: 0 71037303955 
3 F. 5. 1) z=aroson y; 2) z=aro sen 2y; 4) z=areotgáy; 5) z= 


=2arc tad. 6. 1) z=2seny; 3) ==c082y; 4) з= аюв. 


7. 06, 2) V3 3) 2:121, 9. 1) (aro son Gta 
0, 1..3) ге Lorocos qm (40, 25d, 5) 2 
acond E (й=0, +1, ...). 10. 1) 2зеп55°соз2%°; 
9) 2s0n 6004; 5) ш Ж-зес ©; 1) ан (55) н (5—7): 
н) 2 V2cos соз (2-7 ; 14) аз (2-4) sen (2). 
11. 4) sen 60°--s0n 20°; 3) 4 (on4a-+sen 2a); 5 4 (2.2) : 
в [сезен E) 15,0) E (ár+ 1); —2arotg 7 +20 


A #=(—%. {үр (Е=® ж 9 ае 








FA аак (8—0 Ei 0 0 20040) 
(k=0, 61, 8) 2= 4604180945" (k=0, 24, .--); 10) 2 
=$ aep t-g AN 
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аю ўл 0, 41,29) д 5-а заселі 
(k=0, 41, 





а а а (md, bi 
19) 2 + ZE (40, +4) 20 sde (#=0, е, 





2) щ=—1р+9щ; da (e=0, +1, 





23) a 04) PE (0, 41, ...); 2) де 





sii; з= ае) (0, А0 0) 0) а= 
= ассо дя (k=0, +1, ...);-26) raro tad (k=0, 


уз 


+ ho ла arocos ¿42h (60, 1, ...); 








28) E kth 2=(24 1) (k=0, dt, - 





29) =; 


a ali (веб, жї, .}; Жу дей; = 





а расов а 0 ж, ...); 


(6=0, 24,132) 21244) 05 29=(— A Ed kn (40, a , 





31) 2=(—1) arc son $+ kn 





Capítulo XI 









3. 15. +12, 08, 
Bhu 19.3. 20.21 


21. 7 ó 43. 30. si з=. 3. щ=2, 071458. 32 п=б. 





33. @=12; а= —13. м. 616—4. 35. 5; 45; 45. 37. 5; 10; 


40, 39. 4548m. 40. S min, 41. 95, 108 m 42, 9 1< 9< 
<A, ¡y Y 








Capítulo ХИ 
CO ket 1 3 
50-717 9095 40 700 409—9: 10) 5. 
5.10) 4 mm, 12) 8. 8. 1) Entre —2 y —4; 3) entre —3 y —2; 
4) entro —5 y —4.9 1) Entro —6 y —3; 2) entro —5 y —4 
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3 È 3 1 
3) entre —7 y —6 10.1) р; 5. Е 5i EDE 





11. 1) 3; 2) я. 3 hia 4) + 12. Progresión geométrica: 2, 4, 8, 

46, ... 19. 2,3 y 5. 22, 45) lg s=3iga— tiigi 1ga 17) lgy= 
1 2 

19 gz= (1g mH lgb); 19 Ig1=— 

i 1 ý wk 21801; 

= (88+ ре 20) оа 0а ; | 





3 1 
=3 104 lc lg 







21) lga= 

IS Y as (6-1) ы 
9 y) EP E 
4) o K эзин 4) 3,0096; 5) 1,2672. 34. 4) 0,3245, 
5) 14833, 35. 2) 1,56; 11) 0,399; 42) 9,00; 13) 0,587; 14) 0,26; 
15) 1072, 10) 447; 17) 117, 18) 08%; 19) 809.109 ош 
24) 1816, 25) 585, 20) 0,417, 36. Da==1, 2 2=1b 3 22% 


ga 4, ) 227 0) 223, 7) 2=4:2, M7, О зм 
162—183. , 

a 0 1, зуй 

20 өт 5 5) 100 y 1000; 6) 1000 y —P_, 7 2=40 
8) 0,4 y 100; 9) 13,34 y 7499-104; 10) 7 y 15; 11) 400 y 0.4; 12) 2= 
=$; 18) 100 y 0,04; 14) 2 y 3; 15) 3 y 7 М. + 42 2 y i 


43. A y 2. 44. so EY, 45. 10. 46. —0,9. 47. 10. в.®. 





















=—24 з rt 








50.2 у 4. 51. 9. a4 y 16. 53, 2 y -4. 54 з= у=1. 
55. z=: 





=0. 56, 5,575, 57, 4. 58, $ з. 2. 60. 3 y 43. 

-F 1 10 

61. 7. 62, z=0, 63. z=10, 64. r=10 y 10 ?.65. qa. 
2 
д. 

3 ' 

m=3 14. 2=10. 


66. 1. 67../3 y 5. 68. 100 y 0,01. 69. 40. 70. 2=2 = 


т. ==). 72, 4-2; nh 73. asgi 





Ti 22 1. елец T, 2=4. 18, 2=5. 19. smt; 2a 
80. 1) 2>2 2) тее ¡9 << 
5 


)=<—уу>% 








9 – <<$ g<; 
«зуг вш ибо маа 
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6) 2<-A y 2>5; 14 <=< 
es. 83. 1) z=5; y=; 2) 2=3 y=4; 








denia Tyres; y=- V3 4) z= бо у + 

y= "к 6; y=3; 6) 1=25; y=: т y=% 1) з= 
u=Y = 

їп Yi yz 


9) 2=4y=6, 84, 1) << y {<*<% 21<:<3. 





yy=2 y 2=100, y=—4; 8) гер 





Capítulo XIV 


L ы; gouk л 092, 10) 0,000139; ау ов. A 


2 6) 34; 
уо бои: 19 92 2 ndin 3. ул 30 5 a ү 3 a 0,246; % 8; 






4. 1) 1700, 449; 6) 0,00729; 7) 0,05: 
8) Чыр, 9) y ota ш old: 5. 05 з Ыы 18.9; 3) 0408; %) бй, 
5) 174000; 6) 449000; 7) 1, ) 0,632; 2) 0,279; 


nl dd 3 348 
95; 3) 0,0854; 4) 0,122; 5) 44,7. 
5) о4о, б 07. 10, % 33,5; 


) 570; 4: 4) 05 1. 12. 1) 0,886; 
2) 30,4; 3) 5,87; 4) 1,4% s i2813 D54 ) 0,00058. 





Capítulo XV 


298 Bodys 40 ep Ot E oat B o bi 
7. 9 а+б--01. 8 cj 5441 9. b 1-05. 10, 9) 028—008. 


1. 0) —(2242y—12 Vj. 12. c) EE" 13. c) (a4+20)-+a VEL 
14, c) atb. 15. 0) (2m43n1) (2m—3n). 46. c) (44-30 (430. 
10. (84-0) (8—0). 48. 0) — 89, 0) 24. 20. а) 1—25 b) i 
€) –3—20. И. а) 12-5; b) 1—i V3; c) t V2— V3. 22. a) 3— 


—л% 2тп 1 
6 is o e 4 


Б) 0; с) 22. 24. с) уну. 25. ) У$— у. 28. йс: e) ©) 
0 1. 27. o) 4391. 28. 2) 24 V2 b) 2(22—y 9200. 


29. а) 0,5(—14: 03); Ъ) 1; 30. с) —2—2. 31. a} н 

зд. 32 a) 542E b) G7. м. уау 2+8. 3-а) 2+ 
і. Жүзү A 

+3) 4 370) Vir: 9) Viv 39. a) cos Я pisen 5. >: 

Ы cos 30 гаеп 28, ©) B(cosm+isenm), d) cos Fptsen E. 


Ъ) 5 (оз 58—10" 4-2 звп 53940"). 








40. a) 13 (cos 33%40'-+- 1 sen 33940" 
41. a) 5 (cos 306*50' +1 son 20050"); Б) 9,434 (соз 32° 4-1 өп 329). 
42. a) У13 (соз 569207 4-1 sen 58207); b) 13(008 457220" +1 sen 157920). 
3. a) V53 (c08 254° -+ sen 254°); b) 5 (cos 2239107 4-1 воп 328—407). 
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58, соз 


60, 2 (сч 








F atzar +в 4 
61.2 00 —— +4 sen ——] ; n=0, 1. 62. z (V31); 


+и-Үў; — 8, cos 2R 4 isen 2L (1=0, 1, 2,3, 4 
64, cos 20 4 100n 29% (no, 4, Vaio; Vea 
2 2 
1 
ды y 0. 
67. 1) Suma de vectores: уу = {2,3} у 
r=(1, 4); 3) multiplicación Фе] vector r 











—4, 4), lo que nos da 
0, 2) por el escalar 3, 


lo que mos da у= 13-0, 3.2), ó rı={0, 8); 4) giro del vector 
r=41, 2) alrededor del origen de coordenadas en un ángulo recto, 
en sentido positivo; 5) giro del vector »=(1, 1) alrededor del ori. 
gon de coordenadas en el ángulo p==60", on sentido positivo con su 


2 
=75 2 1-0; 





alargamiento ulterior de 2 veces. 68, 1) 





7+ 
53) z=2; y=3. 09. 1) 2,2=3 20; 2) д2 
3) 21-1; 22-22-41. 70. Los puntos complejos z зо encuentran on el 
rayo quo parte del origen de coordenadas bajo un ángulo de 45° res- 
gecto del sentido positivo dol eje Oz; 4) fuera de la circunferencia 
le radio unitario con centro en el origen de coordenadas; 5) dentro 
de la circunferencia de radio r=5 con centro en el origen de coor- 
denadas; 6) dentro del anillo formado por dos circunferencias con- 
cóntricas de radios ,=2 y rz=4 con Centro común en el orígen de 


coordenadas; 8) fuera del circulo de radio r=2 con centro en el 
punto (0; 1). 


7.4) YI. 9) Yie T; 3) 2e? 3 
7 18507 Vi leos гй 
13. 1) «#220, зу лз м 
1%. 4) соз (2—1) = —0,54-Е1,074; 4) зеп (—3}== —10,021. 77. у= — 


—Lz. 19. Los puntos complejos z so encuentran fuera del circulo 


ёо айо ут con centro en el origen de coordenadas. 
80. -3<7<-2 y 0<2<1. 





y 














4) 2e 
1) 







Capítulo XVI 


2.y=/ MZA 3, > CESTOS s7(4)= 
=1g0,8—0,0%69, 6. 1) Todo el ejo real excopto ol punto z= 
402 








; 2) todo el eje real, excepto los puntos z=—3 y z=0; 


dh: 0 Rakar cosp < 2 <2л(4-М)—аго сов + г<? 
1 


y1>3 6)|21>3 7) <2<% 8) 1<2< 4; 10) todo el eje 


real, excepto el punto z=1; 11) [212 V2; 12) 27>—2. 1. Еп 1оз 
ejemplos: 1), 4), 5), 6), 1%) Ed dedad fisión Impares, en los 
ejemplos 3) 8), 10) y 12) funciones pares; las funciones de los ejom- 








plos 2), 7) y 9) no son pares, ni impares. Н, 2) —1, 2, + 








> 
i 5, 1 1 al 

фа q 1 and, pero 
7 3 

Еу 0 cuando mo, por lo tanto ay +3. 14, 4) 792. 





15. 0) 2.5 01:392004): 6 045 2-5 


з. : РЕТ 
DE 4) 0, 5) 0; 6) = 7) 4; 95:9 i 10) -7 17. 
y AAA aA 

La AFA VTA 
i 
И) 
3) == 2nk(k=0, +1, 42, ...). 





а 0,18, 1) 242 D2=1; 





Capítulo XVI! 


1. 4) Umea=35 g (m/s); 2) v=28 (m/s). 2. 1) 88 (m/s); 2) 129. 
3. 4) 32%; 2) -4i з) —. 4) 405 5 P+ 








5 ак ЛІ а 
0 ва 7 тр 6 066 5 81 261, фе al 
2=-—1, p=135%, 6. En los puntos do intersección cuando == +1 


Jas tangentes a la parábola forman un ángulo agudo p=a50 tg <p> 


SUPLEMENTO 
FÓRMULAS FUNDAMENTALES DE CONSULTA 


Ecuaciones eundráticas 
E К 


ал hbr+e=0; 











ат le 400; 
2. Fórmulas de 





3 plo (ea) le—rd at da bo=0 (ex) (22). 


Progresiones 
a) Progresión aritmética. 
1. Término general de una progresión aritmética 


an=01+(n—1) de 
2, Suma de n términos de una progresión aritmética: 


atan 2а +(п—1)4 
з. (28 ) ЕЕ, n, 
donde d es la diferenci 
b) Progresión geométrica. 

4. Término general de una progresión geométri 














иһ = шт, 
2. Suma de n tórminos de una progresión geométrica: 
at 
Sa pm E 
donde g es la razón de la progresión o denominador de la progre- 
sión (q + 1). 
3, Suma de una progrosión geométrica infinitamente decreciente: 
sq 
$7 
Logaritmos 


4. La notación loga M==z es equivalente a la notación až =N (a> 0, 
ai, N>0)}, de manera пе 419: № 
2. loga1=0. 3. logaa=1. 4. loga (M-M)= logu N + loga M- 
5. Joga A= loga N— loga M. 8. loga N" =n loga N. 

loga M 
Toga $ 











чы. Ж 
1. loga ЛУ =- юш М. 8. loga N= 
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Tabla de signos y de ciertos valores 
de las funciones trigonométricas 





Күл 
Ta función | y | п 


магалі піш [іу 
penomt= | Suadrantes 1 
п 


poe | 180% 2709) 280° 





sena 


+ 





110-110 





cosa |+ 














ctga |+ 


© 











270° жа | 360% та 


Angula 
-a | 90а | 180° жа 
Función 





sen —sena | + cosa | sena 
cos +cosa j + sena | — cosa 
tg — iga | +ctga| Ftga 
cig —etga| +tga | со 





Relaciones entre las funciones trigonométricas 
de un mismo ángulo 














соза | жота 
Fna | 4 cosa 
ово! а 
+tga | poga 








4. sent a cos? 5. cos a-sec 
sng 6. tga-ctga=t. 
2 55—99 7. 14 tg? a = sec? a. 
f ameo 
з. 5989 otga. 8. 1+ etg? a = cosec? a. 
sena 


А. зеп а -оовеса ~ 


Transformaciones de expresiones trigonométricas 
4. зеп (а + $) =sen a cos f d: cos a sen f: 
соз (о: 3: В) = соз о соз $ + sen a sen fi; 


шав 
agp 
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2. sen 2a =2 sen a cos 
cos 2a = cos? a — sen? a 
2tga 








2 senta =2 cos? a. 





зеп а 
TFoosa 





z 


-tg 28. 
7 1-83 225 


24 
de sen A sz Bi g= 
Hei ағ -w5 





Š costam EERE, 








0524 


зеп? а=. 
7 





6. sona se sen $200 LED oos 4EB, 


сова сер 200 216 сз 20; 
z 


ath 
7 


хеп (а + В) Е. 
Tosach i '#® 08е 








а on b2 
+0 а 
веп (В + а) 

sena senf * 











cos a —cos B= —2 sen 





son 2sen 
щаз ув 
T. cos mz-cosnz =- [cos (m— n) z-+c0s (m-n) zli 
зеп mz- sen пе [cos (m—n) z= cos (m+n) ai 


sen mz-cosnz=-4 {sen (m+n) z+sen (m—n) z}. 


Funciones trigonométricas inversas 





л „ж 
1. -gemm sen (are sen 7) 
2. O<arecorón, 008 (агосоз а) =2. 
3. —F<aretga< + бе (атор з) == 
4. 0<aroctga<x, сід (аге сіз) =. 

Ecuaciones trigonométricas elementales 
1 senz=a, z=(— пато зто ла. 

2. созт-а, г= + атс соза 4-2лп. 


3. tgz=o, 2=агоцафлл, 
4. clga=a, z=arcciga-pam. 


400 


(n=0, £1, £2 








Tabla de valores de las fuaciones e, e7x, 
sen X y cos æ para el valor numérico de % 



































= seng j cosx] х e= | sena | cos x 
0,00 |4,0000)1,00000,00001 ,0000) 0,40 | 2918/0, 6702/0,38940,921 
оц |4.010140,9900/0.01004«,00001 4+ Н{,50680,66370,3886\0,0171 
02 |1,02020;9802/0.0200(0,9998/: 42 11,52200,557000,4078(0,9131 
03 |1.05090,9704/0,03000,9996/- 43 ¡1,5373[0,6505/0,4£69/0,9090 
04 |«,040810,9008/0.04000:990) 44 [1,5527/0,6440/0,4259/0,0048 
0,05 |1:0513(0,9512/0,0500(0,99881 0,45 |1,5683/0,6376]0,4350/0,0004 
06 |:,00180,9418(0,06000:99821 46 [1,5841/0,6313|0,4439/0,8961 
07 |1,0725/0,9324j0,0699/0,9978] 47 Ji 60000;62500,4529108916 
К А ЫЕ АШ ЕЕ АИ 
09 |1,00420,01300,0899[0,0060) 49 |:,6223/0,6120/0,4706/0:5823 
0,10 [1,1052/0,9048/0,0998/0,9950 0,50 |1,648710,600(0,4794/0,8776 
44 (1,1130 8058/0,1098/0,9040) "51 1.68530, 600510.488200,8727 
42 [1:1275/0,809/o,1197/0,9028| 52 | ,6820/0,594510, 490810 8678 
13 |1,13880,878110,1290/0,0910) 53 |1,69880,58860,50550,8628 
14 |1,15090,8с0400,139510,9902) 54 1 ,746010,5827/0,5141l0 8577 
0,45 f4,161810,8607l0, 14940,9888} 0,55 |t,7333l0,5769/0, 52270,8525 
16 1,473510 852110,159310,9873| 55 |t,750710 571210 ,531210 8473 
зт [1.1853/0,843710,109210,9856] 57 М,16830,56550,53950,8419 
18 |1,1972/0,8353/0,1790/0, 98; 58 [1,7860/0,5599/0,5480/0,8265 
19 [1,2092/0,8270/0,1889/0,9820/ 59 |1,80400,55430,55640,8309 
0,20 |1,2214/0, 818710, t987|0,0801| 0,60 ,8221[0,54880,5546]0,8253 
24 |1:2337/0:8100/0.2085/0,9780| "61 [1,84040 5434l0,572910,8196 
22 [1:246110,6025/0,218210,0759| — 62 |t,8589|0,5379/0,5810/0.8139 
23 [1,2586/0:7945/0,2280/0,9737] — 63 {,87760,53260,58910,8080 
24 |1,2712/0,7866/9,2377/0,97£3/ — 64 [1,2965/0/52730,597210,8021 
0,25 (1,2840/0,7768/0,2474/0,9689í 0,65 |1,9155/0,522010,6052/0,7954 
26 |1,2969/0,774110,257110,9564| бо |[1,9348|o,5169/0,613110,7900 
27 |1,3100/0,7034/0,2667/0,0688| + 67 |1 :054210,5:170,6210(0,7828 
28 )1,3231/0,7558/0,2764/0,0611J 68 |1,9739/0,5086|0,6288/0,7776 
29 [1,3364/0,7483J0,2860/0,8582] — 69 [1/9937/0,5016/0,6385/0,7742 
0,30 |1,3499/0,7408|0,2o5sjo,9s5al 0,70 |2,01380,49580,б44200,7648 
31 |1,3634]0,7334/0,3051/0,952: 74 12,0340/0,4916/0,6518|0, 7584 
32 |1,3771/0,7264/0,3140J0,9492] — 72 (2,054a/0,4868/0,6594/0,7518 
33 |1,3910/0,7189/0,3240/0,9460] — 73 |2,0754|0,4819/0,6669/0,7452 
34 |1,4049/0,7118|0,3335/0,94; T4 [2,0959/0,4774|0,6743/0,7385 
0,35 |1,4191]0,7046/0,3429/0,93041 0,75 |2,1170/0,4724/0,0816|0,7317 
36 |t,4333/0,0977/0,3523/0,9359 76 |2,1: ,4677/0, 6889|0,7248 
37 |1447710,6207(0,3616/0,9328) 77 |2,1598l0. 46300: 69G1fo,7179 
38 |1,462310.6839/0,3709/0,9287| 78 [2,18150,45840,103300,7109 
30 |1.4770/0,6571J0.3S02/0,9248] — 79 |2,2034/0,4538/0,7104/0,7038 
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Continuación 








29955 FES28 885. 


srb 
= 

















Ф | сх ыт ~ |: e | ot fons] cz 
/2,2255/0, 4499] [11,20 [3,320110,301210,9320/ 0,3824 
[2,2479/0, 44490, 85) 24 |3,3535/0,2982J0,9358| 0,3530 
/2,2705/0,4404| 22 |3, К 10,9301) 0,3436 

2933/0 ,438010, 23 [3,4212/0,2923/0,9425| 0,3342 
/2,3164/0,4317] 24 [3,4556/0,2894/0,9458| 0,3248 
12, 3396/0, 4274] ,25 [3,490310 28650,8490} 0,3153 
l2,3632|0,423210; 26: 13,5254/0,2837/0,9524| 0,3058 
238690, 4190] 21 ¡3,5609/0, 2808J0,9551| 0,2963 
[2,4109/0,4t: 1 28 [3,5060/0,2780/0,9580| 0,2867 
¡2,4351/0, 41( 29 [3,6328/0,2753/0,9608| 0,2774 
l2,4590|o,4060]0 , ,30 |3,ssoalo,2125/0,9636| 0,2675 
1484300,4 31 (3,7062)0,2608/0,9662) 0,2579 
2,5090, 3985 32 |3,7434J0,2674/0,9687/ 0,2482 
2,53450, 394810, 33 [3.7810/0,2645/0.9714| 0,2385 
papan 34 |3;8190]0,261810,9735] 0,2288 

585700, 38670, 535 |8,857410,2592/0.07571 0,2190 
2.01170.3829) 36 [3:89620,25670,9779) 0,2092 
2.637910,3791 37 (8,9354/0,2541/0,9799| 0,1994 
[2,6645/0,375: 38 |3.974910,2516/0,9819] 0,1806 
[2,6012/0,3741 39 |4,0149/0,2494|0,8837| 0,1798 
[2,718310 ,3679] 311,40 |4,0552|0,2466|0,9854| 0,1700 
(2, 7456|0, 38421 41 |4,0980/0,2441/0,9874| - 0,1601 
12,7782/0,8606] 42 [4,1371/0,2417/0,9887| 0,4502 
12,8011/0, 3570] 43 |4,1787/0,2393/0,9901| 0,1403 
[2,8292/0,353: 44 (6,2207/0,2369/0,9945| 0,1304 
[2,85770,3499 (0,9927) 0,1205 
[2,8864(0, 3465] 0,9939] 0.1106 
|2 945410, 34: 0,9949) 0,1006 
|2,94470;3396) 10,9959. 0,0907 
2.97420, 4 019967] 0,0807 
|,004210,3322] 11,50 |4,4847[0,223110,9975| 0,0707 
[8,0344]0,3298| :520710,2209/0,09821 0,0808 

0 3263) 52 [4,5722/0,2487/0,9987] 0,0508 
18,0957[0 3230] 53 |4,6182/0,2165/0,9992| 0,0408 
;126810,3198) 54:14.864610,212410,9995] 0,0308 
|,15820,3166 esit,55 [4,7115/0,2122/0,9998| 0,0208 
|3,1899/0,9135; 56 (4,7588/0,2101/0,9999| 0,0108 
[3,2220/0,3104| 57 |4,8066/0,208011 ,0000]-+-0,0008 
[8,2544J0,307. 58 [4.8550/0,2060/1..0000|—0 + 
[3,2871[0,304210,9284| | 59 |4,9037/0, 2039/0 ,9998/—0 ,0192 


























A NUESTROS LECTORES: 


«MIR» edita libros soviéticos traducidos al espa- 
fol, inglés, francés y árabe. Entre ellos figuran 
las mejores obras do las distintas rumas de la 
ciencia y la técnica; manueles para los centros 
de enseñanza superior y escuelas tecnológicas; 
literatura sobre ciencias naturales y médicas. 
También se incluyen monografías, libros de divul- 
gación científica y ciencia ficción. 

Dirijan sus opiniones a Editorial «MIR», I Rizh- 
ski per. 2, GSP 1-110, Moscú, URSS. 





BugrovYa,, NikolsidS. 


PROBLEMAS Y EJERCICIOS DE MATEMÁTICAS 
SUPERIORES 


La presente colección de problemas corresponde a los 
manuales de los mismos autores “Cálculo diferencial e 
integral”, “Elementos de álgebra lineal y geometría ana- 
lítica”, “Ecuaciones diferenciales. Integrales múltiples. 
Series. Funciones de variable compleja” que ya han sido 
publicados en español por la Editorial Mir en 
1984—1985. 

Enelcomienzo decadaparágrafosemencionanloscapí- 
tulos y parágrafos de los respectivos manuales donde el 
estudiante puede encontrar el correspondiente material 
teórico. 

A cada apartado del manual corresponde un número 
mínimo de problemas por lo tanto para la asimilación 
exitosa del material teórico y adquisición de hábitos 
prácticos es necesario obligatoriamente resolver todos. 
los problemas. 

Recomendamos esta colección a los estudiantes de los 
centros de enseñanza técnica superior. 

Formato 12,5 x 20,0 cm. Encuadernado en tela con 
sobrecubierta. 240 págs. con figuras. (1 tr). 


KrutitskayaN., ShisbkinA. 
PROBLEMAS Y EJERCICIOS DEL ÁLGEBRA LINEAL 


La colección de problemas del álgebra lineal que se pre- 
sentaenestelibro está basada en las conferencias y semi- 
narios que sus autores dictaron durahte muchos años en 
la facultad de física de la Universidad Estatal Lomonó- 
sov de Moscú. ё 

El material que se expone en el mismo abarca todos los 
apartados y aspectos del álgebra lineal. 

En el comienzo de cada capítulo que corresponde a un 
temadado, seexponen brevementelas nociones y fórmu- 
las teóricas imprescindibles para là solución de proble- 
mas, brindándose también problemas concretos que 
contribuyen a la asimilación del material teórico, 

Los autores ofrecen modelos de solución de los proble- 
mas estándares y originales, así como problemas y ejer- 
cicios para el frabajo autodidáctico de los estudiantes, 
ton respuestas e indicaciones. 
Recomendamoslapresente colección paralosestudian- 
tes universitarios y de los centros de enseñanza técnica 
superior. Formato 14,3 x 22,0cm. En rústica. 128 págs. 
con figuras (1 tr). 


